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Abstract

In dieser Arbeit wird ein neuartiges distanzbasiertes Klassifikationsverfahren
zur Kategorisierung numerischer Datenvektoren bei bindrer Klassenteilung
entworfen. Die dazu verwendeten Metriken basieren auf dem Volumen endlicher
Vereinigungen d-dimensionaler Kugeln im Euklidischen Raum. Die angegebene
Berechnungsvorschrift behandelt dabei konkret den zweidimensionalen Fall. Es
werden auflerdem einige topologische Eigenschaften der neuen Methode aufgezeigt.
Von besonderem Interesse ist hier das Verhalten der medialen Achse der auftretenden
Distanzfunktionen. Die gewonnen Erkenntnisse legen nahe, dass das entwickelte
Verfahren fahig ist, zwischen der k-Néchste-Nachbarn-Methode und einem linearen
Klassifikator zu interpolieren.
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Vorwort

Ich sage voraus, dass sich das Internet bald zu einer Supernova aufblaht und 1996
katastrophal kollabieren wird.

ROBERT M. METCALFE, Erfinder des Ethernets, 1995

Nun, das ist es nicht. Im Gegenteil. Die Expansion des Internets hélt bis
heute an, statt abzuebben beschleunigt sie sich sogar immer weiter. Schiatzungen
zufolge verdoppeln sich die Informationen der Welt alle 20 Monate [16, S. V].
Die Bewéltigung dieser schieren Masse an Daten ist im letzten Jahrzehnt zu der
Herausforderung fiir die Informatik geworden. Will sie ihrem Selbstanspruch als
Zukunftswissenschaft gerecht werden, so muss sie fihig sein Antworten zu liefern
auf die Fragen der modernen Informationsgesellschaft und Lésungen anbieten, wie
die allgegenwirtige Informationsflut sinnvoll verarbeitet, gefiltert und strukturiert
werden kann. Sie muss Information in Wissen verwandeln.

Dieses Bestreben spiegelt sich in der theoretischen Informatik im Aufblithen
des Data-Mining in der letzten Dekade. Data-Mining bezeichnet das Wissensfeld
der Anwendung automatisierter Methoden auf sehr umfangreiche Datenbestédnde
mit dem Ziel neue Erkenntnisse aus diesen zu generieren. In der vorliegenden
Arbeit beschiftige ich mich mit einem neuartigen Ansatz zur Bearbeitung
eines altbekannten Problems dieser Disziplin, der Klassifikation. Das ist die
Aufgabenstellung mit Hilfe von bekanntem, bereits gegliederten Wissen Aussagen
zu treffen, welcher Gattung ein neues, noch unklassifiziertes Objekt angehort. Hier
handelt es sich konkret um Datenobjekte mit numerisch skalierten Merkmalen. Fiir
den Entwurf des Klassifikators werden Distanzen verwendet, da diese sich meiner
Meinung nach ganz natiirlich aus der vorgefundenen Struktur des Objektraumes
ergeben.

Ein haufig vollig verkanntes Anwendungsbeispiel fiir Klassifikation im Alltag ist
die Arbeit von Internet-Suchmaschinen. Ohne Google, Yahoo!, Bing, Ask und Co.
konnten wir uns heute nicht mehr im Internet zurecht finden, wir wéren erschlagen
von der uniibersichtlichen Fiille an Webseiten und unfihig relevante Informationen
herauszufiltern. Suchmaschinen verwenden nun Klassifikatoren an zwei ganz
entscheidenden Punkten, ndmlich bei der Datensortierung und der Kommunikation
mit dem Nutzer. Auf der einen Seite miissen eine halbe Milliarde Webseiten [14]
durchsucht und katalogisiert werden. Dabei werden die Dokumente nach ihrem
Inhalt in verschiedene Themenbereiche eingeordnet. Auf der anderen miissen
aber auch die Suchanfragen selbst klassifiziert werden. Nutzer formulieren ihre
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Suche nicht in exakten Kategorien, sondern meist in kurzen natiirlichsprachlichen
Wortgruppen, die grob das umreiflen, was gefunden werden soll. Es ist also in
einem Vorverarbeitungsschritt notig die Anfragen einem oder mehreren Themen
zuzuordnen, um den Suchraum zumindest einzuschrinken. Zur Anwendung von
Klassifikation im Internet seien hier beispielsweise die Doktorarbeiten von BEITZEL
und SHEN [2, 18] genannt.

Soweit in die Praxis will der Inhalt dieser Arbeit gar nicht gehen. Zuné&chst
werden im ersten Kapitel einige Begriffe fiir die Darstellung der spéteren
Betrachtungen eingefiihrt, anschlieend im zweiten das Konzept distanzbasierter
Klassifikatoren anhand eines Beispiels erlautert und die mathematischen Grundlagen
des neuen Verfahrens aufgeklédrt. Daraus wird im dritten Teil eine Vorschrift zur
Berechnung des Klassifikators abgeleitet. Dort findet sich auch die Gelegenheit
Probleme und offene Fragen kritisch anzusprechen. Den Abschluss bilden dann die
Ausfithrungen zu zwei Vermutungen iiber wichtige topologische Eigenschaften der
entstehen Funktionen und eine Zusammenfassung der gewonnenen Erkenntnisse.

Ich hoffe mit dieser Arbeit einen bescheidenen Beitrag zur besseren Bewéltigung
der allgegenwirtigen Datenflut leisten zu kénnen und mit meinen eigenen Ideen den
Stand der informatischen Forschung zu erweitern, und sei es nur um ein kleines
bisschen.

An dieser Stelle mochte ich mich bei denjenigen Menschen bedanken, die diese Arbeit
ermoglicht haben. Meine Familie, allen voran meine Eltern Viola Schirneck und
Michael Harig, mein Betreuer Dr. Joachim Giesen, mein Kommilitone und guter
Freund Mario Biberhofer und nicht zuletzt die Frau an meiner Seite Natalie Siebelt
haben mir mit fachlichem Rat, ihrer wertvollen Zeit, ihrem Zuspruch, vor allem aber
mit menschlicher Wéarme beigestanden, als dieses Projekt - mehr als einmal - vor
dem Scheitern stand.



Kapitel 1

Vorbetrachtung und
Bezeichnungen

1.1 Numerische Klassifikation

Das Klassifikationsproblem numerischer Datenvektoren lédsst sich im Wesentlichen
aus zwei verschiedenen Blickwinkeln betrachten. Bei dem einen wird eine feste
Partition des Objektraumes - der hier stets der d-dimensionale Fuklidische Raum
R? sein soll - in endlich viele Klassen unterstellt, die eigentliche Klassifikation.
Die mit ihrer Klassenzugehorigkeit etikettierten Trainingsdaten werden als typische
Représentanten ihrer jeweiligen Zerlegungsmengen aufgefasst. Ziel ist es, die genauen
Klassengrenzen aus diesen Beispielen zu lernen und so ein Verfahren zu erhalten, das
fiir einen neuen, noch unbekannten Punkt entscheidet, in welcher der Klassen er liegt.
Also ein Verfahren, das ihn klassifiziert. Diese Interpretation findet sich exemplarisch
bei RUNKLER [16, Kapitel 8]. Oft werden auBlerdem fiir eine effizientere Berechnung
oder aus Modellierungsgriinden zusétzliche geometrische Annahmen iiber die Gestalt
der einzelnen Klassen getroffen. Dies geschieht zum Beispiel bei der Support Vector
Machine, die explizit Halbrdume als Klassenformen vorschreibt. Im Falle von genau
zwei Klassen lésst sich die Klassifikation auch durch das Problem ausdriicken, fiir
einen gegebenen Datenvektor algorithmisch zu entscheiden, ob er in einer zuvor fest
gewdhlten Klasse angehort oder nicht, die jeweils andere Klasse ergibt sich dann
implizit als Komplement der ersten. Hier sind sogar noch stéarkere Forderungen an
die feste Klasse moglich; beispielsweise, dass sie eine konvexes Polytop sei oder sich
als eine glatte Mannigfaltigkeit beschreiben lasse. Ein Klassifikator ist dann eine
berechenbare Funktion von den Punkten des Raumes in die Menge der moglichen
Klassenmarkierungen.

Die andere Sicht ist eine stochastische, das heifit, die erwdhnten Markierungen
werden als Zufallsvariablen auf dem Objektraum aufgefasst, deren Verteilungen
zunachst unbekannt sind. Allerdings werden die Lerndaten als konkrete
Realisierungen des zugrundeliegenden Zufallsexperimentes angesehen. Mit Hilfe
der Trainingsbeispiele und gegebenenfalls einigen zusétzlichen Annahmen ist
daher die Klassenverteilung nun zu schétzen. Es wird angenommen, dass die
Wahrscheinlichkeit fiir eine gegebene Markierung aufierhalb einer einer bestimmten
Menge verschwindet, dies stellt das stochastische Aquivalent zu den Klassengrenzen
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der ersten Sichtweise dar. Mit der Aufgabe starrer Klassenstrukturen erreicht
mensch hier eine erhohte Flexibilitédt bei der geometrischen Modellierung und kann
dadurch besser verrauschtes, durch Ausreifler verzerrtes oder gar inkonsistentes
Datenmaterial verarbeiten. Notwendigerweise geht dabei allerdings die Eindeutigkeit
der Zuordnung verloren. Ein Klassifikator hat nun eher den Charakter eines
Schdtzers fiir die unter den vorliegenden Voraussetzungen wahrscheinlichste
Klassenmarkierung eines Punktes. Eine Einfithrung in das Data-Mining, die diesem
Ansatz folgt, findet sich unter anderem bei SCHUKAT-TALAMAZZINI [17].

Selbstverstéandlich sind diese beiden Sichtweisen auf ein und denselben
Sachverhalt ineinander iiberfithrbar und koénnen parallel nebeneinander verwendet
werden. In dieser Arbeit werden die Vorteile beider Standpunkte eingesetzt,
um das Klassifikationsverfahren zu entwickeln. Da die Definitionen von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen iiber Mafle einen natiirlicheren Zugang zu
Distanzfunktionen ermoglicht, wird dabei die Betonung auf der stochastischen
Methode liegen. Gleichzeitig werden aber zur Berechnung ebendieser Distanzen
geometrische Objekte verwendet, die ausgiebig die Interpretation der Lerndaten als
Punkte im Raum benutzen.

1.2 Punktwolken und Distanzfunktionen

Es soll eine Familie von Klassifikatoren untersucht werden. Dazu ist es notwendig
sich ein Begriffssystem zurecht zu legen, in dem es méglich ist, diese Funktionen zu
definieren, Aussagen iiber sie zu formulieren und zu beweisen. Dazu wird der R?
als mit der Fuklidischen Norm ||-|| versehen aufgefasst, es ergibt sich implizit die
Euklidische Metrik d(z;y) = ||x — yl|, beztiglich der der Raum vollsténdig ist. Die
Metrik wiederum induziert auf dem R? die iibliche Topologie. Aufierdem wird der
Objektraum stets als mit einer affinen - statt einer blof3 linearen - Unterraumstruktur
ausgestattet betrachtet. Eine Teilmenge des R? heifle Punktwolke, wenn sie endlich,
aber nicht leer ist. Punkte {xo;z1;29- - ;2 } Chn R? sollen weiter affin unabhingig
heiflen, wenn das System ihrer Richtungsvektoren {zy — xo; 20 — x;- -+ ; 2, — 2o}
linear unabhéngig ist. Eine Punktwolke sei schliellich in allgemeiner Lage,
wenn jede ihrer Teilmengen mit hochstens d 4+ 1 Elementen affin unabhéngig
ist. In den weiteren Ausfiilhrungen werden auflerdem héufig endliche Systeme
von abgeschlossenen d-dimensionalen Kugeln zur Darstellung von Berechnungen
herangezogen. Fiir ein nicht-negatives r > 0 und einen Punkt x € R? bezeichne
dann B(z;r) = {y € R¢| ||z — y|| < r} die angeschlossene Kugel mit Zentrum x
und Radius r, B, stehe in diesem Zusammenhang abkiirzend fiir B(0;r) also eine
Kugel um den Ursprung. Eine Menge von Kugeln sei in allgemeiner Lage, wenn es
ihre Zentren sind und alle Elemente ein nicht-leeres Inneres besitzen, mit anderen
Worten, wenn alle Radii positiv sind.

Die zu entwickelnden Klassifikatoren sollen auf Distanzen basieren, diese werden
dafiir als ein inverser Indikator fiir die Ahnlichkeit von Datenvektoren interpretiert.
Nah beieinander liegende Punkte werden also als kategoriell gleichartig angesehen
und sollen deshalb auch moglichst gleich klassifiziert werden. Ein Punkt gehore
auBerdem genau dann zu einer bestimmten Klasse, wenn sein Abstand zu den
Trainingsdaten aus dieser Klasse geringer ist als zu denen aller anderen Klassen.
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Es ist also unbedingt notwendig zunéchst diesen Distanzbegriff zu prézisieren.
Da der Objektraum bereits mit einer natiirlichen Metrik versehen ist, dient diese
hier als Ausgangspunkt. Distanzfunktionen iibertragen nun deren charakteristische
Eigenschaften auf einstellige Abbildungen. Nach CHAZAL, COHEN-STEINER und
MERIGOT [6] soll eine nicht-negative Abbildung d: R — R Distanzfunktion heifien,
wenn sie selbst 1-Lipschitz-stetig ist, also stets |d(z) — d(y)| < ||z — y|| erfiillt, das
Quadrat der Abbildung 1-semikonkav ist - das heiit =+ d*(z) — ||z||* ist eine
konkave Funktion - und schlielich d(z) gegen Unendlich geht, wann immer ||z|| dies
tut. Dabei ist zu beachten, dass eine semikonkave Funktion nach einem Theorem
von Alexandrov auch automatisch fast iiberall zweimal differenzierbar ist, fiir einen
Beweis sieche HOWARD [13]. Der Prototyp einer Distanzfunktion ist der Abstand
eines Punktes zu einer kompakten Menge A C RY, der durch d4(x) = infeca|z — al|
erklart ist, wobei das Infimum wegen der Kompaktheit stets angenommen wird.

Streng genommen geniigt es fiir Distanzfunktionen die letzten beiden
Eigenschaften zu fordern, weil aus der 1-Semikonkavitdt des Quadrates bereits
die 1-Lipschitz-Stetigkeit einer Abbildung folgt, vergleiche [6, Proposition 3.1].
Allerdings ist diese Stetigkeit genau die Eigenschaft, die eine Funktion anschaulich
distanzartig macht: Es ldsst sich leicht nachrechnen, dass eine Abbildung d(-) genau
dann 1-Lipschitz-stetig ist, wenn sie mit der Dreiecksungleichung der Euklidischen
Metrik vertriglich ist, das bedeutet, dass fiir beliebige Punkte z;y € R? stets
d(x) < d(z;y) +d(y) gilt. In abschwéchender Sprechweise heifle eine einstellige
reellwertige Funktion, die keine negativen Werte annimmt und 1-Lipschitz-stetig
ist, daher eine Pseudo-Distanzfunktion.

1.3 Stochastische Maf3theorie

Wie erwdhnt werden einige Konzepte aus der Wahrscheinlichkeits- und der
Maftheorie fiir die weiteren Betrachtungen benétigt. Es bezeichne daher B(RY)
die Borel-o-Algebra auf dem d-dimensionalen Euklidischen Raum, das heifit die
kleinste »-Algebra, die alle in der iiblichen Topologie offenen Mengen enthélt. Es
sei bemerkt, dass das System dann natiirlich auch alle abgeschlossenen Mengen
enthalten muss. Ein Maf auf dem Messraum (R% B(R?)) ist eine nicht-negative
Abbildung p: B(R?) — R in die erweiterten reellen Zahlen, die zum einen der leeren
Menge den Inhalt 0 zuweist und zum anderen o-additiv ist. Letzteres bedeutet, dass
fiir jede abzdhlbare Familie paarweise disjunkter Borel-Mengen {A;}ien € B(R?)
1 (Uien 4i) = oy #(A;) gilt. Das Tripel (RY; B(RY); 1) ist dann ein Mafraum.
Ist p auBerdem normiert, gilt also x(R?) = 1, so spricht mensch auch von einem
Wahrscheinlichkeitsraum und nennt p ein Wahrscheinlichkeitsmafi oder einfach
stochastisch. Jede messbare Funktion von einem Wahrscheinlichkeits- in einen
Messraum heifit nun Zufallsvariable. Hier wird sich auf den reellen Fall beschrinkt,
also nur Abbildungen X : (R% B(R%); 1) — (R*; B(RF)) betrachtet, wobei auch in
den meisten Féllen der Zielraum blof3 eindimensional sein wird. Durch X {ibertragt
sich das Wahrscheinlichkeitsmafl auf R¥, denn durch pux(A) = u(X~1(A)), fiir jede
Borel-Menge A € B(R¥), ist ein normiertes Maf} erklirt. Die Variable X wird dann
gemdfS px verteilt genannt, Schreibweise X ~ px. Haufig wird eine Zufallsvariable
der Einfachheit halber mit ihrem Bild identifiziert und wird so zu einem Punkt im
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R¥, der gemif px verteilt ist. In dieser Interpretation tritt die Struktur der Quelle -
vor allem das Maf3 p selbst - zugunsten des BildmafBles p1xy in den Hintergrund. Aus
der Sicht des Klassifikatorentwurfs sind beide Deutungen gleichwertig, wenngleich
sich auch die mathematische Behandlung im Einzelfall unterscheiden kann. Sind
Verwechslungen zu befiirchten, wird in dieser Arbeit explizit angegeben, welche
Sichtweise gemeint ist.

Ein (allgemeines) Mafl heiBe endlich, falls der Wert u(R?) < oo endlich ist
und o-endlich, wenn sich der Raum durch abzéhlbar viele Mengen mit endlichem
Inhalt iiberdecken lédsst. Natiirlich sind alle stochastischen Mafle endlich und alle
endlichen auch cendlich. Das d-dimensionale Lebesgue-Mafi X\ ist ein wichtiges
Beispiel fiir ein Maf}; das nicht endlich, aber cendlich ist. Betrachte dazu das
System {[ky; k1 + 1] X [ko; ko + 1] X -+ X [kg; kg + 1] | k1; ko; - -+ 5 kg € Z}. Beziiglich
)\ ist dies eine Uberdeckung des R? durch Hyperwiirfel des Mafes 1.

Wie bereits angedeutet, sollen die hier untersuchten Mafle auflerhalb einer
gewissen Menge verschwinden, diese Menge wird Tréger des Mafles genannt, denn
anschaulich befindet sich die gesamte Masse des Raumes in diesem Bereich.
Fiir eine prizise Fassung des Begriffes sei nun z € R? ein Punkt und U(z)
bezeichne eine offene Umgebung von x. Der Trdger eines Mafles p sei dann
durch supp(p) = {z € R*|VU(z): u(U(z)) > 0} definiert. Er muss dann notwendig
abgeschlossen sein: Sei dazu y € R? ein Hiufungspunkt von supp(u) und U(y)
eine offene Umgebung. Es gibt also einen weiteren Punkt x € U(y) N supp(p);
y # x. Allerdings ist U(y) auch offene Umgebung von x und daher u(U(y)) > 0,
es folgt y € supp(p), wie gewiinscht. Der Tréger ist die (beziiglich der Inklusion
als Halbordnung) kleinste abgeschlossene Teilmenge, die das gleiche Mafl wie der
gesamte Raum besitzt oder umgekehrt formuliert ist supp(u) das Komplement der
grofiten offenen Nullmenge beziiglich p. Die letzte Charakterisierung ist auch im
Falle eines nicht-endlichen Mafles eindeutig.

Da bei der Klassifikation problemimmanent jeweils nur endlich viele Lernbeispiele
fiir eine Klasse betrachtet werden kénnen und die natiirlich alle auch im Trager
liegen sollen, ist es naheliegend diesen - als direkte Verallgemeinerung von endlichen
Mengen in der Topologie - als kompakt anzunehmen. Dabei sollte in Erinnerung
bleiben, dass, in Verbindung mit der gezeigten Abgeschlossenheit, der Trager nach
dem Satz von Heine-Borel genau dann kompakt ist, wenn er beschrénkt ist.

1.4 Simpliziale Komplexe

Fiir die eigentliche Berechnung der betrachteten Mafle werden noch weitere Klassen
von Objekten im Euklidischen Raum benétigt, die sogenannten Simplizes und
simplizialen Komplexe. Es lassen sich dabei anschauliche geometrische und rein
mengentheoretisch abstrakte Simplizes unterschieden. Sei C Cg, R? eine affin
unabhingige Punktwolke oder leer, so heifie ihre konveze Hille s = conv(C)
geometrischer Simplex. Er habe Dimension dims = |C| — 1, ist dim s = k, so wird
s auch kurz ein k-Simpler genannt. Die konvexe Hiille ¢ einer Teilmenge von
C - die dann ebenfalls affin unabhéngig - heifle Teilsimplex oder Seite t < s des
Simplex s. Handelt es sich bei ¢ um einen 0-, 1- oder 2-Simplex, so sind auch die
Bezeichnungen FEcke, Kante respektive Fliche iiblich. Durch diese Festlegung wird
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C zur Menge aller Ecken von s. Schliellich werde nun ein endliches, nicht-leeres
System K von Simplizes geometrischer Simplizialkomplexr genannt, wenn es zum
einen mit jedem Simplex auch dessen séamtliche Seiten enthélt und zum anderen der
Durchschnitt je zweier Simplizes aus K eine Seite von beiden ist. Die Dimension
eines solchen Komplexes sei die grofite Dimension der enthaltenen Simplizes. Es
ist klar, dass sie die des umgebenden Raumes R? nicht iiberschreiten kann. Jedes
nicht-leere Teilsystem () # L C K, das selbst wieder ein Simplizialkomplex ist, heifle
Unterkomplex von K, Schreibweise L < K. Das ist offenbar genau dann der Fall,
wenn L jede Seite jedes seiner Simplizes umfasst, denn die zweite definierende
Eigenschaft wird direkt von K ererbt. Die Menge aller Punkte, die von allen
Simplizes eines Komplexes K - aufgefasst als Teilmengen des Euklidischen Raumes -
tiberdeckt werden, bilden dessen Polyeder |K].

All diese Begriffe lassen sich allerdings auch auf viel allgemeinere Mengensysteme
als blo Sammlungen von konvexen Polytopen iibertragen: Unter einem
abstrakten Simplezr soll daher nun einfach eine beliebige endliche Menge verstanden
werden. Analog zum geometrischen Fall sei ihre Dimension um 1 geringer als die
Anzahl ihrer Elemente. Eine Seite ist dann einfach eine beliebige Teilmenge dieses
Simplex und ein abstrakter Simplizialkomplex ein endliches, nicht-leeres System von
endlichen Mengen, das mit jeder Menge alle ihre Teilmengen umfasst. Auch die
Definitionen der Dimension und des Unterkomplexes konnen im abstrakten Fall
einfach vom geometrischen Gegenstiick iibernommen werden. Die Betrachtung des
Polyeder allerdings ist nur dann sinnvoll, wenn die Ecken des Komplexes selbst
Teilmengen eines gemeinsamen (zum Beispiel des Euklidischen) Raumes sind.

In diesem Text wird in der Sprache nicht zwischen geometrischen und abstrakten
simplizialen Komplexen unterschieden, wenn aus dem Zusammenhang ersichtlich
ist, von welcher Art das gemeinte System ist. In ihrer Verwendung jedoch spielt
der Aufbau eine entscheidende Rolle. Trotz aller Unterschiedlichkeit existiert ein
wichtiger Zusammenhang zwischen den beiden Auspridgungen: Jeder abstrakte
Simplizialkomplex lédsst sich geometrisch realisieren. Das heiflt, es gibt fiir jeden
Komplex K ein hinreichend grofies k& und eine Abbildung K — o(R¥) derart, dass
jedem abstrakten Simplex ein geometrischer gleicher Dimension zugeordnet werden
kann. Diese Zuordnung soll weiterhin mit der Durchschnittsbildung vertrédglich
sein. Das heifit, dass der Schnitt der Bilder je zweier Simplizes genau das Bild
des Schnittes von diesen ist und damit eine Seite von beiden. Dadurch wird das
entstehende Objekt tatséchlich zu einem geometrischen Simplizialkomplex nach
obiger Festlegung. Ein Beweis der Existenz einer solchen geometrischen Realisierung
findet sich zum Beispiel bei GREEN [12, S. 11].

Die hier verwendeten abstrakten Simplizes werden in der Regel aus
d-dimensionalen Kugeln als Ecken bestehen. Den Gedanken von ATTALI und
EDELSBRUNNER aus [1, 7] folgend, soll fiir eine endliche Menge B solcher Kugeln
und einem Komplex K C p(B) eine bestimmte Einbettung in den R? festgehalten
werden. Namlich diejenige, die jedem Simplex sein kanonisches Bild, die konvexe
Hiille der Zentren der enthaltenen Kugeln, zuordnet. Es sei darauf hingewiesen, dass
diese Abbildung nicht notwendig auch eine Realisierung des betreffenden Komplexes
zu sein braucht.
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Kapitel 2

Distanzbasierte
Klassifikationsverfahren

2.1 Der empirische Klassifikator

Basierend auf einer Idee von GIESEN und KUHNE [11] wird in diesem einleitenden
Abschnitt modellhaft ein distanzbasierter Klassifikator betrachtet. Dieser dient als
Richtschnur fiir die weiteren Untersuchungen. Es wird dafiir zunéchst auf dem
Objektraum ein Mafl definiert und aus diesem eine Distanzfunktion im Sinne
der Theorie von CHAZAL et al. gewonnen. Das bedeutet, dass der Inhalt einer
d-dimensionalen Kugel, die einen zuvor festgelegten Anteil der Trainingsbeispiele
iiberdeckt, auf eine bestimmte Weise als der Abstand des Zentrums dieser
Kugel zu den Daten aufgefasst wird. Die gewonnene Abbildung dient dann
ihrerseits zur eigentlichen Klassifizierung, denn ein Punkt wird derjenigen Klasse
zugewiesen zu der er den kleinsten Abstand hat. Es ist zu beachten, dass
im Weiteren ein Punkt im R? auf zwei verschiedene Arten betrachtet wird,
einmal als geometrische Représentation eines Datenvektors mit d numerisch
skalierten Merkmalen und einmal als Realisierung einer Zufallsvariable mit Bild im
d-dimensionalem Euklidischen Raum. Dies korrespondiert mit den beiden eingangs
erwahnten Sichtweisen auf das Klassifikationsproblem.

Definition 2.1 (Dirac-MaB):
Sei v € R ein Punkt, dann heifie die Abbildung

1 ze€ A

5.: B(RY) - R; A+—>{
0 sonst
das Dirac-MaB in x.
O

Bemerkung. Es ldsst sich leicht nachrechnen, dass es sich bei der definierten
Zuordnung tatsédchlich um ein normiertes Mafl handelt. Sein Tréger ist der einzelne
Punkt x, dort konzentriert es seine ganze Masse. Dies charakterisiert das Dirac-Maf}
als Wahrscheinlichkeitsverteilung vollsténdig.
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Definition 2.2 (Empirisches Maf):
Seien x1;Ta;- -+ ; 1, € R? Realisierungen einer Zufallsvariable X ~ i, die Funktion

=1

heife das empirische Maf3 beziiglich der Menge {x1;--- ;x,}.
0

Bemerkung. Anschaulich wird einer Borel-Menge der Anteil der von ihr {iberdeckten
Punkte x; zugewiesen Es gilt also stets p,(A) =|AN{xy;---;2,}|/n, auch dies
beschreibt ein Wahrscheinlichkeitsmafl. Sein Triager ist gerade die Punktwolke
{1;- -+ ;x,}. Da endliche Teilmengen des Euklidischen Raumes stets kompakt sind,
ist es auch der Tréger des empirischen Mafes.

Der Hauptsatz der Statistik - der Satz von Gliwenko-Cantelli - postuliert nun
eine fast sichere Konvergenz der pu, gegen p fiir n — co. Genauer konvergieren
die gem#B p, verteilten Zufallsvariablen X, (als Funktionen) punktweise A-fast
iiberall gegen X. Diese Konvergenz ist sogar gleichméfig, vergleiche dazu POLLARD
[15, S. 6f.]. Fiir hinreichend viele Realisierungen ldsst sich die urspriingliche
Verteilung also durch das empirische Mafl annéhern. Daher dient es hier auch als
Schétzer fiir ein unbekannte Wahrscheinlichkeitsverteilung, beispielsweise die der
Klassenmarkierungen.

Die bereits erwihnte Distanzfunktion d4 zu einer kompakten Menge A C R¢,
lisst sich auch als diejenige Abbildung interpretieren, die jedem Punkt z € R? des
Raumes den Radius der kleinsten Kugel um z zuordnet, die noch Punkte von A
enthélt. Diese Deutung soll die weiteren Festlegungen inspirieren. Denn wird jetzt
ein nicht-negatives reelles m > 0 fixiert, so ergibt sich ein Ansatz fiir eine analoge
Ubertragung dieser Ideen auf den vorliegenden maftheoretischen Fall.

Definition 2.3:
Bezeichne p ein endliches Maf und 0 <m < u(R?) < oo eine reelle Zahl. Im
Weiteren sei mit

Spm: RT = R 5 x> inf{r > 0| u(B(z;7)) > m}

eine nicht-negative reelle Abbildung festgehalten.
O

CHAZAL et al. haben diese Funktion in [6] eingefiihrt und untersucht. Sie stellten
dabei fest, dass 0,,, selbst als eine Verallgemeinerung von Distanzfunktionen auf
Mafle noch nicht geeignet ist. Das liegt insbesondere daran, dass ihr Quadrat
nicht notwendig fiir jedes m 1-semikonkav ist. AuBlerdem ergeben sich eklatante
Stetigkeitsprobleme der Zuordnung p +— 6,., zwischen den Maflen und den durch
sie induzierten Abbildung fiir jede naheliegende Topologie auf dem Raum der
endlichen MaBe des R?. Dennoch spielt die oben definierte Hilfsfunktion beim Aufbau
des eigentlichen Distanzbegriffes eine entscheidende Rolle, denn der Abstand eines
Punktes zu einem Mafl wird sich als ein normiertes Lo-Mittel von Werten von 4.,
ergeben. Zunéchst sollen allerdings einige niitzliche Eigenschaften notiert werden,
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die die gegebene Abbildung zumindest mit dem Begriff der Pseudo-Distanzfunktion
in Beziehung setzt.

Lemma 2.4:
Seien die Bezeichnungen wie oben, so gilt:

(i) Die Funktion 0., ist eine Pseudo-Distanzfunktion.

(it) Hat p kompakten Trager, so divergiert 6,.m(x) fir ||z| — oco.
(113) 6,0 = dsupp(n), bei kompaktem Triger ist also insbesondere 52;0 1-semikonkav.
Beweis. Seien x;y € R? zwei Punkte.

(i) Wegen B(y; 0,m(y)) C B(z;d(x;y) + 0,:m(y)) ist letztere eine Kugel um z mit
MaB gréfer als m und daher gilt §,.,,(z) < d(x;y) + 0,m ().

(77) Sei supp(p) kompakt, das heifit beschriankt, es gibt daher ein 7’ mit
supp(u) € B,. Fiir hinreichend grofies ||z|| gilt nun ., () > deupp(u)(z) >
dp,,(x) = [|z]| — 7', woraus die Behauptung folgt.

(i17) Fiir alle 7 > dapp(uy(z) ist B(z;r) = {z e R?| ||z — z|| < r} eine offene
Umgebung eines Punktes aus dem Trager und hat damit positives MaB,
umgekehrt liegt fiir jedes r < dgupp(u) (%) die Kugel B(z;r) ganz in R? \ supp ()
und ist daher eine p-Nullmenge.

qged

Auf diesen Erkenntnissen haben CHAZAL, et al. wie folgt eine tatséchliche
Distanzfunktion aufgebaut.

Definition 2.5 (Distanzfunktion zu einem Maf):
Sei p ein endliches Majf§ mit zusdtzlich endlichem zweiten Moment, das heifst, es
gelte [oq [|z|* dp(z) < oo und sei 0 < mg < p(R?) < oo ein reeller Parameter. Die
Distanzfunktion d,.,, zum MaB p sei dann durch

1 fme
drno: RY 5 R w0 — 82 () dm
) mo 0 bl
erkldrt.
OJ
Theorem 2.6 (Chazal, Cohen-Steiner, Mérigot):
Die Abbildung d,,.m, ist tatsdchlich eine Distanzfunktion.
[ |

Bemerkung. Durch die eingefiihre Regularisierung werden nun auch die erwédhnten
Unstetigkeitsprobleme der Zuordnung zwischen Mafl und Distanzfunktion beseitigt.
Vergleiche hierzu die Arbeiten von BOLLEY, GUILLIN und VILLANI, insbesondere
[5, Theorem 1.1].
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Fiir das empirische Maf lasst sich die Berechnung der Distanzfunktion durch eine
Auswertung einer k-Nachste-Nachbar-Anfrage darstellen. Dieser Zusammenhang
wird im folgenden Lemma prézisiert, es stammt in in seiner urspriinglichen Fassung
aus [6].

Lemma 2.7:

Sei i, das empirische Maf beziiglich einer Punktwolke C = {xy;- -+ ;x,} und z € R?
ein weiterer Punkt. Aufferdem bezeichne X;(x) jeweils den i-ten ndchsten Nachbarn
von x in C, wobei Punkte mit gleichem Abstand in einer beliebigen aber festen
Reihenfolge auftreten sollen. Sei schliefilich 1 < k < n eine ganze Zahl, so gilt:

k
= L I%i6@) —al?

Beweis. Es bezeichne k fiir einen Parameterwert 0 < m < 1 die kleinste ganze Zahl
echt groBer als mn, dann ist d,,,.,(x) offenbar der Radius der kleinsten Kugel um z,
die noch k Punkte aus C enthélt. Mit anderen Worten, es gilt §,,,,.m(2) = || Xy (z)—z||.
Insbesondere ist also m — §,, . () jeweils auf den Abschnitten [=1; %) konstant,
diese Intervalle haben alle die Lange . Zusammen ergibt sich:

k/n k k

n n 1 1

Brgnl) = [ Bl am = T30 1) = ol = £ YI) —
=1 =1

qged

un k/n

?vll—

Korollar 2.8:
Es seien die Bezeichnungen wie oben und zusdtzlich fiir einen reellen Parameter
0 < mqg <1 sei kg die kleinste ganze Zahl echt gréfier als mon, dann gilt:

B (@) = | Xy () — 2] + 20

nimo

(d2 -1/ (@) = [ X () — [|?)

Insbesondere ist also mg +— d,, .m, () auf ganz (0;1) stetig und fast iberall - aufSer
i ganzen Vielfachen von % - differenzierbar.

Beweis.

2 =2 ([ e @wamt [ @
d, = — / m dm+/ m(x)dm
e mo \Jo " (to-t)m
1 (ky—1 ko — 1 ,
= ( - Dty 1)/ () + (mo - ) [ Xk () — 2 )

qged

Jetzt ldsst sich einsehen, dass die d,,x/m(r) - aufgefasst als Werte des
Regulationspfades mg +— d,,,,.m, () - abschnittsweise durch Wurzeln streng monoton
steigender, hyperbolischer Kurvenstiicke mit niedriger Kriimmung verbunden sind.
GIESEN et al. haben alternativ eine einfacher zu berechnende lineare Interpolation
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vorgeschlagen, bei der die Kriimmung natiirlicherweise verschwindet, die aber
dennoch die Eigenschaften der Funktion erhilt, vergleiche [11, Distance functions.].
Des Weiteren ergibt sich aus dem obigen Korollar der wichtige Grenzwert
iMoo [|dnimo — dsupp(un)lloc = 0 in derSupremumsnorm reellwertiger Funktionen
vom R? Das bedeutet, dass sich die Distanzfunktion zum empirischen Ma8
fir hinreichend kleine Parameterwerte my im Wesentlichen so verhalt wie die
Abstandsfunktion zum seinem Tréger. Dies ist auch bei anderen Maflen mit
kompakten Trager zu erwarten, vergleiche dazu den Abschnitt 4.1 dieser Arbeit.

Theorem 2.6 und Korollar 2.8 zusammen sagen aus, dass der Ubergang von Opinim
zu dy,.m, als die Distanzfunktion des empirischen Mafles die Stetigkeit iiberall und
die Differenzierbarkeit \-fast iiberall sowohl im Parameter mg als auch im Argument
x sichert. Allerdings sind diejenigen Stellen, in denen der Pfad immer noch nicht
differenzierbar ist, mit den Unstetigkeitsstellen von m — 9, ., (x) identisch. Auch
der Einfluss des Parameters wird durch diese Aussagen aufgeklirt, je grofler my ist,
von desto mehr Punkten aus C' héngt die Distanzfunktion ab und desto gréfer ist
ihr numerischer Wert.

Es kann nun wie angekiindigt aus der definierten Distanzfunktion ein erster
Klassifikator gewonnen werden. Er markiert einen Punkt genau dann als der fixierten
Klasse zugehorig, wenn der gemittelte kleinste Radius um ihn, der einen mg Anteil
der Positivbeispiele iiberdeckt, echt kleiner ist als derjenige, der zur Uberdeckung
des gleichen Anteils der Negativbeispiele benotigt wird. Bei der Modellierung wird
unterstellt, dass die Klassenmarkierungen geméfl zweier Wahrscheinlichkeitsmafle
verteilt seien, diese miissen zunichst aus den Lernbeispielen geschétzt werden.

Definition 2.9:

Seien {(x1;91); -+ 5 (Xn;yn)} € REx {£1} Realisierungen einer Zufallsvariable
(X;Y) ~pu und n* bezichungsweise n~ die Anzahl der Positiv- respektive
Negativbeispiele, so bezeichnen

1 1
+_ - _
b = E 0y, und p, = — g Ou;
Gyi=+1 Gyi=—1

die empirischen Schitzer fir die bedingten Verteilungen pu™ = pu(-|Y =+41) und
po=p(- Y =-1).

O
Definition 2.10 (Empirischer Klassifikator):
Seien die Bezeichnung wie oben, dann ist die durch
+1  falls dui;mo (x) < du;;mo(:v)
Crimo: R = {+1;0; =1} ; 2+ ¢ 0 falls Ayt oo (¥) = d = (2)
—1 sonst
definierte Abbildung der empirische Klassifikator.
O

Bemerkung. Der empirische Klassifikator ldsst sich auch kiirzer als Signum einer

reellwertigen Funktion beschreiben: ¢, = sgn(d,-.,.. — d =)
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Die Einfithrung der Null als einen moglichen Wert der Klassifizierung dient hier
nur Untersuchungszwecken, denn bei der Betrachtung distanzbasierter Verfahren
sind diejenigen Punkte von besonderem Interesse, die zu beiden Mengen von
Lernbeispielen gleichen Abstand haben. In der Praxis mogen sie - in Abhéngigkeit
von der jeweiligen Problemstellung - wahlweise einer der beiden Klassen zugerechnet
werden, fiir die hier angestellten Uberlegungen ist aber die Entwicklung in eine eigene
Kategorie unbedingt notwendig.

Definition 2.11 (Mediale Achse):
Sei c: RY — {+1;0; =1} ein distanzbasierter Klassifikator, so heifie das Urbild
BE = ¢71(0) der Null die mediale Achse oder Bisektors von c.

O

Analog zu den Betrachtungen der Grenzwerte empirischer Maflie und der
Distanzfunktionen lassen sich auch Konvergenzaussagen fiir die Bisektoren
formulieren. So geht By, = Bcjfm0 mit wachsendem n fast sicher gegen
Br =A{z € R dy+my () = dy=mo ()}, letzterer wiederum hat fiir mg N\, 0
den Limes B* = {z € R?| dgupp(ut)(T) = dsupp(u—)(®)}, falls beide MaBe jeweils
kompakten Trager besitzen. Dabei werden die Grenzwerte in der Hausdorff-Distanz
betrachtet, die anschaulich misst, wie gut sich zwei Teilmengen des R¢ gegenseitig
iiberdecken. Die Beweise dieser Aussagen bedienen sich der entsprechenden oben
angesprochenen Konvergenz der p, beziehungsweise d,,.n,,. Abschitzungen zur
Konvergenzgeschwindigkeit finden sich in [5, 6, 11, 15].

2.2 Motivation eines neuen Verfahrens

Im vorangegangenen Abschnitt wurde der Prototyp eines distanzbasierten
Klassifikators entwickelt, das verwendete Konstruktionsverfahren wird auch die
Basis fiir die anderen Entwiirfe in dieser Arbeit bilden. Auflerdem wurden erste
Uberlegungen zur medialen Achse der entstehenden Abbildungen angestellt. Der
maBtheoretische Ansatz bringt dabei einen entscheidenden Vorteil, denn, um
charakteristische Eigenschaften des Klassifikators aufzudecken, geniigt es nun haufig
schon das zugrundeliegende Mafl zu untersuchen.

Experimentelle Berechnungen von GIESEN und KUHNE [11] legen den
Schluss nahe, dass sich der empirische Klassifikator &hnlich dem klassischen
k-Néchste-Nachbarn-Verfahren verhélt. Das betrifft sowohl den Aufwand fiir das
Training und die Auswertungen als auch die Topologie des Klassifikators, genauer
seines Bisektors. Wie ENN muss das distanzbasierte Verfahren praktisch nicht
trainiert werden, da das unterliegende Maf nicht explizit berechnet wird, dies kommt
im Lemma 2.7 zum Ausdruck. Stattdessen werden zum Zeitpunkt der Anfrage alle
notigen Distanzen bestimmt und der Klassifikator aus dieses berechnet, das macht
die Auswertung allerdings auch erheblich aufwendiger als bei trainingsorientierten
Ansétzen. Das empirische Verfahren kann sich gut einer komplexen Geometrie
des Datenmateriales anpassen, insbesondere in niedrigen Dimensionen, was auf
eine flexible Topologie der medialen Achse hindeutet. Defizite ergeben sich bei
einfacheren Datensétzen, zum Beispiel linear trennbaren. Der Generalisierungsfehler
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von Klassifikatoren mit starreren geometrischen Modellen - hier idealerweise
natiirlich die lineare Support Vector Machine - ist in diesem Fall deutlich
geringer, da der distanzbasierte Ansatz Uberanpassung begiinstigt. Das ist zunzichst
kontraintuitiv, {ibereinstimmend vermutet wird, dass das empirische Verfahren bei
wachsendem Stichprobenumfang gegen den idealen also den Bayes-Klassifikator
strebt, dies aber bekanntlich fiir die SVM nicht gilt.

Es wére nun wiinschenswert ein Verfahren zur Hand zu haben, dass sich den
verschiedenen Anwendungssituationen anpassen kann. Denkbar ist beispielsweise
eine nutzerseitige Regulierung der Kapazitét - also der geometrischen Flexibilitét -
des zugrundeliegenden Modells je nach Herkunft des Datenmaterials oder
entsprechend eventueller Vorkenntnisse iiber die Verteilung der Lernbeispiele.
Unter dem Gesichtspunkt der informatischen Forschung wire auflerdem hilfreich,
wenn auch die neu entstehende Abbildung - aufgefasst als Funktion ihrer
Parameter wieder differenzierbar wére, da dies die Anwendung globaler Methoden
der Analysis erleichtert.

2.3 Das Kugelmaf}

Eine Moglichkeit ein anpassungsfidhigeres Verfahren zu erreichen besteht darin,
den Einfluss der Masse eines einzelnen Punktes auf das stochastische Mafl iiber
einen groferen Bereich zu verwischen. Statt eines singuldren Sprunges wie beim
empirischen Fall soll ein Datenvektor nun einen moglichst gleichméfligen Anstieg von
0,:m erzeugen. Es ist allerdings dennoch zunéchst nétig den Bereich dieses Einflusses
zu beschrianken, damit in der aus dem Maf} konstruierten Distanzfunktion tatséchlich
noch Informationen iiber die relative Lage der Lernbeispiele zueinander erhalten
bleibt. Hatte die Wirkung eines jeden Punktes unendliche Reichweite so bestiinde
die Gefahr, dass der entworfene Klassifikator seine Bindung an die Datenmaterial
verliert, was die Idee von Abstandsmafien schliellich kontakarieren wiirde.

Der hier gewihlte Ansatz besteht darin, das Gewicht eines Datenvektors
uniform auf eine abgeschlossene Kugel um den Punkt zu verteilen. Diese
Kugel soll ausserdem in ihrem Radius skalierbar sein, was die gewiinschte
Regulierung umsetzt. Das entspricht dem Ubergang von einer Punktwolke C' als
Bezugsmenge zu einer Vereinigung von endlich vielen d-dimensionalen Kugeln
C + B,, = {x € R?|dc(z) < ro}, wobei + hier die Minkowski-Summe notiert. Das
neue Maf3 soll nun einer Borel-Menge den von ihr iiberdeckten Anteil an dem
Gesamtvolumen der Kugelmenge zuordnen.

Definition 2.12 (Kugelmaf}):

Sei \ das d-dimensionale Lebesque-Mafs, C' eine Punktwolke mit Mdchtigkeit n und
ro > 0 reell, so bezeichne

AMAN(C+ B,y))
AMC + B,,)

,un;,,O:B(Rd)%R; A

das Kugelmafl beziiglich C mit Parameter rg.
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Lemma 2.13:

Das Kugelmafs ist tatsdchlich ein normiertes Mafs mit kompaktem Triger C + B,,.

Beweis. Zunéchst iiberzeugt sich mensch davon, dass C' + B,, positives, endliches
Lebesgue-Maf besitzt, also fi,., als Abbildung existiert. Sei dazu C' = {xy;- - ; 2, },
dann ldsst sich die Bezugsmenge schreiben als C + B,, = J._, B(z;;ry) und
dessen Volumen ist wegen der Translationsinvarianz von A von unten durch
A(By,) = rdm??/T(2 + 1) > 0 und von oben durch n - A(B,,) < oo beschrénkt, wobei
I' die Gamma-Funktion bezeichne. Die Monotonie des Lebesgue-Mafles sichert
auBerdem 0 = L (0) < pinig(A) < pnero(RY) = 1 fiir jede messbare Menge A.
Sei nun {A; };en eine abzdhlbare Familie paarweise disjunkter Borel-Mengen, so gilt:

(U Ai) N(C+ B,,) = J(Ain(C+ B,,))

1€EN 1€EN

Letzteres ist selbst wieder eine Vereinigung von abzdhlbar vielen disjunkten
messbaren Mengen. Die ¥-Additivitdt von A ausnutzend ergibt sich nun:

o ZieN )\(Azﬂ (C+BT0)) _ )‘<Azm (C+BT0>> _
Hnsro (g AZ’) - ANC + B,,) - %; MNC+B,,) %;“””"(A")

Es bleibt zu zeigen, dass supp(in,,) = C + B,, gilt. Die Kompaktheit ergibt
sich dann unmittelbar durch die obige Darstellung als endliche Vereinigung von
abgeschlossenen, beschrinkten Mengen.

Allerdings ist R?\ (C' + B,,) gerade die gréfite offene ji,.,,-Nullmenge: Als
Komplement einer kompakten Menge ist sie zunéchst einmal offen und sie hat
per definitionem Mafl 0. Elementare Topologie ergibt auflerdem, dass jede ihrer
offenen echten Obermengen notwendig das Innere von C + B,, treffen muss. Da
nicht-leere offene Mengen aber stets positives Lebesgue-Maf} besitzen, wird fiir diese
Obermengen auch fi,,.,, positiv.

ged

Aus den Ausfithrungen im letzten Abschnitt dieser Arbeit ergibt sich jetzt sofort
die Pseudo-Distanzfunktion

Optnirgim () = IE{r > O pinery (B(; 7)) > m},

die auBerdem bei wachsendem |[[z|| divergiert sowie die Distanzfunktion d,,,,., .m,;
definiert durch

1 [mo
di"”o;mo (l') B m_O /0 5/'2"n;ro§m<x) dm

und schlieBlich der entsprechende Klassifikator:

Cn;ro;mo (I) = Sgn<du;;r0;m0 (‘T) - duz;m;mo ('I))

Auch die oben erwdhnten Konvergenzeigenschaften der empirischen Schétzer

[nirg, der Distanzfunktion d,, .m, sowie des Bisektors B+ = B*

n;ro,mo Cn;rg;mg fur
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n — oo ibertragen sich unmittelbar auf das Kugelmaf. Wird der Umfang des
Datenmaterials sowie die Kennzahl mg fiir den Anteil der zu beriicksichtigenden
Lernbeispiele fixiert, so ergibt sich eine Familie {¢.q:m, }r, von Klassifikatoren, die
in den positiven reellen Zahlen parametrisiert ist. Es ist auflerdem zweckméflig den
empirischen Klassifikator fiir 7o = 0 hinzuzunehmen. Dies geschieht nicht blof}; weil
anschaulich mit verschwindendem Radius die Kugelmenge C'+ B, zur Punktwolke C
entartet, sondern auch, weil ¢, in allen wesentlichen Eigenschaften als Grenzwert
der Klassifikatoren c,.;.m, fiir ro N\, 0 aufgefasst werden kann.

Lemma 2.14:

Unter den gegebenen Bezeichnungen gilt folgende Konvergenz:

rloi{‘no Hd#n;r0§m0 - dun;moHoo =0
Beweis. Es geniigt hier fiir hinreichend kleine 7y nachzuweisen, dass sich
[0 ptnirgsm — Opunsml| oo fiir beliebige 0 < m < 1 durch rg nach oben beschriinken lésst.
Sei dafiir # € R? ein Punkt und k die kleinste ganze Zahl echt gréfier als mn,
wieder bezeichne X;(x) den i-ten néchsten Nachbarn von z. Offenbar l4sst sich ry so
klein wéhlen, dass jede Kugel B(z;;7() stets nur noch einen einzigen Datenpunkt -
namlich gerade das Zentrum z; - enthélt. Es gilt dann:

E—1
n

k
ey (B(x: | Xi (@) = al| +70) = — > m

pmsro (B (3 [| Xi (2) = ]| = 70)) =

<m

Woraus  zusammen || Xi(z) — 2| — 1o < 0y m(7) < (| Xi(2) — 2| + 70 folgt, die
bereits bekannte Aussage d,,,.m(x) = || Xk(z) — z|| vollendet nun den Beweis.
qged

Der andere Grenzwertes - fiir ro — oo - ist dagegen deutlich aufwendiger zu
bestimmen und wird erst im 4. Kapitel der Arbeit untersucht. Zunéchst einmal
soll aber ein Algorithmus zur eigentlichen Auswertung des Klassifikators entwickelt
werden.
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Kapitel 3

Berechnung

3.1 Der Duale Komplex

Die Essenz der Auswertung des neuen Klassifikators besteht in der Bestimmung der
im vorangegangenen Kapitel definierten Distanzen. Anders als beim empirischen
Ansatz ist es dafiir aber nun notwendig das zugrundeliegende Maf3 tatsdchlich
explizit zu berechnen. Liegt hierfiir erst einmal ein Algorithmus vor, so ist auch
klar, wie dieser zur Abstandsbestimmung eingesetzt werden kann und schliefilich
zur eigentlichen Klassifikation fithrt. Fiir die Berechnung des Kugelmafles miissen
Vorschriften entwickelt werden, die angeben wie sich zum einen das Volumen der
Vereinigung von endlich vielen Kugeln zum anderen aber auch deren Durchschnitt
bestimmen lédsst. Es wird sich zeigen, dass die Losungen fiir beide Aufgaben sehr
eng ineinander greifen und es daher moglich ist, einmal gewonnene Methoden auf
mehrere Teilprobleme im Laufe der Berechnung anzuwenden. Parallel zu dieser
Arbeit befindet sich eine Referenzimplementierung in Entwicklung, vergleiche dazu
BIBERHOFER [4]. Fiir eine bessere Visualisierung der Ergebnisse wird sich hier fiir die
weiteren Betrachtungen auf den Fall d = 2, also die Euklidische Ebene, konzentriert.
Es sei im Weiteren aulerdem gefordert, dass die Lerndaten - aufgefasst als Punkte
des affinen Raumes - in allgemeiner Lage vorliegen. Da es sich hierbei um recht
starke Voraussetzungen handelt, sei an dieser Stelle ausdriicklich auf deren kritische
Diskussion im Abschnitt 3.4 dieser Arbeit verwiesen.

Fir die hier gewéhlte Darstellung der Berechnung werden noch einige
zusitzlichen Begriffe benotigt. Das sind vor allem geometrische Diagramme, die
zugrundeliegenden Ideen stammen dabei von ATTALI und EDELSBRUNNER und
sind in [1, 7] dokumentiert. Sie wurden fiir die Verwendung in diesem Verfahren
geringfiigig angepasst. Im Weiteren notiere nun B stets eine Menge von n Vollkreisen
der Form b= B(x;1,) in allgemeiner Lage. Es ist fiir die hier angestellten
Betrachtungen nicht notwendig, streng zwischen dem System B und dem von
ihm erzeugten abstrakten Simplizialkomplex p(B) zu unterscheiden, so sei von der
Eckenmenge B immer als mit allen ihren Teilmengen gedacht. Das kanonische Bild
von B ist dann eine Punktwolke - natiirlich ebenfalls in allgemeiner Lage - der
Ebene, insbesondere ist die konvexe Hiille des Bildes einer hochstens dreielementigen
Teilmenge von B nach Voraussetzung ein Simplex. Allerdings sei bemerkt, dass der
gesamte Komplex nicht notwendig kanonisch realisierbar sein muss. Im vorliegenden
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Fall lasst sich der Polyeder trotz der gebotenen Abstraktion sinnvoll definieren, so sei
dann |B| = (J,cp b also eine endliche Vereinigung von Kreisen. Nun lassen sich mit
Hilfe von B eine Reihe weiterer Komplexe definieren, die sich bei der Berechnung
als hilfreich erweisen.

Definition 3.1 (Power-Diagramm):

Sei x € R? ein Punkt und b € B ein Kreis, dann sei:

(I) Die Power-Distanz von x zu b durch my(x) = ||x — xp||* — v} erklirt.

(IT) Die Power-Zelle von b sei dann p, = {z € R* |V € B: my(x) < my(x)} und
allgemeiner fir eine Teilmenge T' C B sei pr = (yer Do-

(I1I) Das Power-Diagramm von B sei schlieflich P = P(B) = {pr|0 # T C B}

O

Bemerkung. Die Power-Zellen sind auf Grund der allgemeinen Lage von B
entweder leer oder (3-|T'|)-dimensionale konvexe Polyeder. Da auflerdem aus 7" C 7"
auch pr D pp folgt, ldsst sich P selbst als ein (abstrakter) Simplizialkomplex
auffassen. Aus topologischer Sicht ist er genauer sogar eine Zellenzerlegung der
gesamten Euklidischen Ebene. Ein wichtiger Spezialfall ergibt sich, wenn alle
Radii r, iibereinstimmen, also alle Power-Distanzen gleich gewichtet sind. Dies
deckt sich ndmlich mit dem ungewichteten Fall und damit mit dem klassischen
Voronoi-Diagramm.

Lemma und Definition 3.2:

Falls ein Kreis aus B die Power-Zelle eines anderen trifft, so trifft sie sogar

diesen Kreis selbst. Dies motiviert die Definitionen q, = p, N'b und allgemeiner
ar = yer @- Dann gilt fir fir jedes T C B, b€ T und b’ € B\T die Beziehung:

qr=prNb2prNt

Daraus
folgt schlieflich, dass das System Q = {qr|0 # T C B} = {pr N |B||pr € P} der
Schnitt des Power-Diagramms mit dem Polyeder |B| ist.

U

Beweis. Seien b; b € B zwei Kreise. Zu zeigen: p, N0 C ppy N'b

Zum Beweis geniigt offenbar schon p, Nb Cb. Beachtet mensch, dass
sowohl Quadrieren als auch Wurzelziehen monotone Funktionen im Sinne der
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Ordnungstheorie sind, ergibt sich zusammen:

rep Nl
= my(z) < my(z) A ljlz — oy || < ry
= llz = al* =y < llz —ay|* —rp Allo — 2y ||* <7
= llz =l =y < o —ay|* —rp <0
= llo -zl <
= [l =zl <7
=reb

Alle anderen Inklusionen ergeben sich dann sofort als einfache Folgerungen unter
Zuhilfenahme der Definition 3.1 und den Eigenschaften der Durchschnittsbildung.
qged

Bemerkung. Analog zu P ist Q ebenfalls eine Zellenzerlegung - diesmal von |B]| -
und ist damit insbesondere wieder ein simplizialer Komplex.

Im Folgenden sei noch eine weitere Eigenschaft von Q gesondert notiert.

Korollar 3.3:

Falls eine Zelle qp nicht leer ist, so gilt dies auch fiir den Durchschnitt (),p b.

Beweis. Nach den Uberlegungen im Lemma 3.2 gilt Vb€ T: gr C b und damit

qr € ﬂbeT b.
ged

Zu diesen abstrakten Konstruktionen lassen sich die in einem gewissen
Sinne dualen Komplexe definieren, diese sind nun tatséchlich auch geometrische
Simplizialkomplexe. Als abkiirzende Schreibweise bezeichne im Weiteren o fiir
eine Teilmenge T C B das kanonische Bild von 7" und by = ﬂbeT b den Schnitt der
entsprechenden Kreise.

Definition 3.4 (Regulire Triangulation, Dualer Komplex):

Seien die Bezeichnungen wie oben.

(I) R=R(B) ={or |0 # pr € P} U{0} heife die regulire Triangulation von
B.

(I1) K=K(B) ={or |0 # qr € Q} U{D} heifle der Duale Komplex zu Q.
U

Bemerkung. Die angesprochende Dualitét wird durch den Umstand vermittelt, dass
or # () genau dann in R liegt, wenn pr # () in P liegt, analoges gilt fiir K und Q.

Lemma 3.5:
Seien die Bezeichnungen wie oben.
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(1) R und KC sind geometrische simpliziale Komplexe, insbesondere ist K < R ein
Unterkomplez.

(i1) Fiir ein nicht-leeres ) # T C B mit op € K ist by nicht-leer.
Beweis.

(1) Fiir Teilmengen 7T mit |T'| > 3 sind die pr und ¢y nach Voraussetzung der
allgemeinen Lage allesamt leer. Daher sind die o tatsdchlich stets Simplizes
im R2 Ist weiter s < op eine Seite, so muss es eine Teilmenge ) A S C T
geben mit s = og oder aber s = (). Im ersten Fall gilt - wie bereits bei den
jeweiligen Definitionen angesprochen - pg 2 pr beziehungsweise qg 2 gr und
damit () # pg € P sowie () # g5 € Q wie gewiinscht, der zweite Fall ist explizit
behandelt. Tatséchlich dient das Hinzufiigen der leeren Menge einzig und allein
der Vervollstandigung der Mengensysteme als Simplizialkomplexe. Wegen der
Eigenschaft von P als Zellenzerlegung der Ebene konnen sich auflerdem je
zwei entstehende Simplizes ausschliefllich in der konvexen Hiille der ihnen
gemeinsamen Ecken schneiden, dies ist dann jeweils eine Seite von beiden.
Schlieflich liegt jeder Simplex aus I wegen gr C pr (vergleiche Definition 3.2)
auch in R.

(43) Dies ist einfach die Ubertragung von Korollar 3.3 auf den dualen Komplex.
qged

Bemerkung. Analog zum Power-Diagramm geht der duale Komplex im gleich-
beziehungsweise ungewichteten Fall in die wohlbekannte Delaunay-Triangulation
iiber.

3.2 Endliche Vereinigungen von Kreisscheiben

Der erste Schritt bei der Berechnung des Kugelmafles ist die Bestimmung der
Gesamtfliche der Bezugsmenge C' + B,,. Diese ergibt sich in der Theorie durch eine
Formel nach dem Prinzip von Inklusion und Exklusion, die die Flidche des Schnittes
jeder Menge mit einer geraden Anzahl von Kreisen aufsummiert und im ungeraden
Fall abzieht. Diese Berechnungsmethode ist aber praktisch unbrauchbar, weil bei
ihr die Zahl der Terme exponentiell in der Anzahl n der Kreise wéchst. Allerdings
ldsst sich fiir eine effizientere Losung ein fundamentaler Zusammenhang zwischen
dem dualen Komplex einer Menge von Kreisscheiben und der von ihr iiberdeckten
Fldche ausnutzen, diese Aussage stammt aus [7].

Theorem 3.6 (Edelsbrunner):

Fasst mensch C' + B,, wieder als endliches System von Kreisen auf und tbertrdgt
die Bezeichnungen von oben, insbesondere sei KK = K(C + B,,) der duale Komplex,
so gilt:

MC+ Byy) = Y (=DM X(br)

orel
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Die Bedeutung dieses Lemmas ergibt sich durch die beiden Umsténde, dass fiir den
dualen Komplex - hier ndmlich der Delaunay-Triangulation - effiziente Algorithmen
zur Verfiigung stehen deren Rechenzeit im Bereich von O(nlogn) liegt und die
Summe nur noch iiber linear viele Terme lauft, vergleiche dazu DE BERG et al.
[3, S. 205f.].

Offen ist noch die Berechnung der Flachen A(br), dabei ist zu beachten, dass
auf Grund der allgemeinen Lage nur die Fille 1 < |T| <3 vorkommen konnen.
Im einfachste Fall eines einzelnen Kreises ergibt sich schlicht die Kreisformel
A(b) = wrd. |T| = 2 fiithrt auf einen Spezialfall des Kreisschnittproblems der planaren
Geometrie, wobei beide Kreise gleiche Radii haben. Dessen Losung [19] fiir Kreise
by = B(x1;70); by = B(x2;10) ist bekanntlich

— 1
Abr Nby) = 27“3 arccos M — =1 — x2||\/47“8 — ||z1 — 222
2T0 2

Deutlich komplizierter ist die Bestimmung des gemeinsamen Schnittes dreier
Kreise. Zu diesem Problem existiert eine umfangreiche Arbeit [10] von FEWELL.
Aus dieser werden die folgenden Formeln und Berechnungsvorschriften blof3
iibernommen, zuséatzlich wird deren Herleitung kurz umrissen. Der Autor beleuchtet
dort ausschlieflich den Fall, dass sich drei Kreisscheiben in der Ebene in einem
konvexen Kreisbogendreieck mit nicht-leerem Inneren schneiden. Im Weiteren
bezeichne der einfache Begriff Kreisbogendreieck nur noch ein ebensolches, wenn
nicht anders angegeben sei es auBerdem nicht zu einem Vollkreis entartet. Es
muss sich nun kurz davon iiberzeugt werden, dass der genannte Fall fiir diese
Betrachtung ausreichend ist. Dazu wird noch ein zusétzlicher Begriff gewissermafien
als Verbindungsstiick benétig, er stammt aus [1].

Definition 3.7 (Unabhéngiger Simplex):

Fin abstrakter Simplex s, dessen FEcken aus Kreisscheiben bestehen, heifse
unabhiingig, falls es fiir jede - auch leere - Teilmenge t C s einen Punkt des R?
gibt, der in jedem Kreis aus t aber in keinem aus s\ t liegt.

O

Bemerkung. Es gibt tatsdchlich unabhéngige Simplizes in der Ebene, so ist das
klassische Venn-Diagramm dreier Kreise ein Beispiel.

Lemma 3.8:

Bei einem unabhdngigen 2-Simplex schneiden sich die beteiligten Kreise in einem
Kreisbogendreieck.

Beweis. Auf Grund der allgemeinen Lage besitzen alle betrachteten Durchschnitte
genau dann ein nicht-leeres Inneres, wenn sie selbst nicht leer sind. Auch die
Konvexitéat ergibt sich sofort per definitionem.

Nach [10] schneiden sich nun drei Kreise der Ebene entweder in einem
Kreisbogendreieck, einem Vollkreis, einer Linse - das heifit dem Schnitt genau zweier
Kreise - oder iiberhaupt nicht. Alle anderen Fille aufler dem Kreisbogendreieck
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widersprechen aber der Unabhéngigkeit. So sind leere Schnitte unmaoglich, die Linse
miisste ganz im dritten Kreis enthalten sein und der Vollkreis wére mit einem der
drei betrachteten Kreise identisch.

ged

Bemerkung. Es gilt auch die Umkehrung des obigen Satzes, diese wird aber hier
nicht weiter betrachtet.

Die Feststellung von ATTALI und EDELSBRUNNER in [1], dass alle Teilmengen T' C B
derart, dass o € K ist, unabhingig sind, in Verbindung mit Lemma 3.8 rechtfertigt
nun die Konzentration auf die Formeln aus [10].

FEWELL gibt in seiner Arbeit zunéchst eine geschlossene Flacheninhaltsformel
fiir Kreisbogendreiecke an, die die Radii und die Absténde zwischen je zwei
Eckpunkten benutzt. Letztere liegen hier aber nicht vor und miissen daher gesondert
berechnet werden. Er verwendet dafiir drei verschiedene Koordinatensysteme,
die jeweils auf bestimmte Weile durch Rotation und Translation auseinander
hervorgehen. Die Koordinatenurspriinge liegen dabei jeweils in den Zentren der drei
Kreisscheiben und auch die Achsenorientierung hiangt von deren relativen Lage ab.
In jedem einzelnen System berechnet er die Koordinaten desjenigen Schnittpunktes
der gerade betrachteten Kreise, der schliefllich einen Eckpunkt des Dreiecks bildet.
Zuletzt iiberfithrt er die lokalen Koordinaten durch Riicktransport in das erste
System und bestimmt in diesem die Linge der Verbindungsstrecken. AufBerdem
muss noch der Spezialfall behandelt werden, dass einer der Kreise mehr als die
Hélfte seiner Flidche zu dem Dreieck beitrdgt. Im Weiteren haben zunichst alle
Kreise identische Radii. Bei der Notation ist zu beachten, dass die verwendeten
Doppelindizes nur der Benennung dienen, ihre Reihenfolge ist irrelevant.

Theorem 3.9 (Fewell):

Angenommen die Kreise B(z1;10), B(z9;1r0) und B(z3;10) bilden einen unabhdngigen
Simplex, dann ldsst sich die Fliche A des Schnittes dieser Kreise wie folgt berechnen:

Seien d;; = ||z; — 2| die paarweisen Abstinde der Zentren, die lokalen Koordinaten
der Eckpunkte gleich

— / _ Y/
_ 2 2 /I 2 2 "o 2 2
3/12—\/7’0_d12/4 Y13 = \/7”0_d13/4 y23—\/7’0_d23/4
und weiter
cos @ = datdta—d3 sinf = +/1 — cos @’
P2 2db%d13d2
cos §" = H2t%s—dis sin® =+/1 — cos§”
2d12d23
die Rotatonswinkel. Dann sind
x13 = x)3c080" — 5 8in O’ Loz = xhscos 0" — yhasin0” + dyo
Y13 = T3 sin @ + yq4 cos &’ Yoz = Thg sin 6" + y, cos 6"

die  Koordinaten im ersten System und daher betrigt die Ldinge der
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Verbindungsstrecken jeweils ¢, = \/(xm —2ik)? + (Yir — Yjr) %

Die Bedingung, ob ein Kreis zu mehr als die Hdfte im Dreieck liegt lautet:

Y23 — s

d13 COS 0, — 1‘13)
L23 — T13

(*) d13 sin@ < Y13 +

Schlieflich ergibt sich die gesuchte Fldache dann zu

3

A= 411\/<Cl + e+ eg)(eates—cr)(e +e3— o) +co—c3) + ;TO arcsin 26—:0
2. e 12 S\ 4§ —c3  falls (%) wahr ist
];Z O_Ck+{%\/m sonst
[ |

Der wohlbekannte Algorithmus, der die Delaunay-Triangulation K der
Punktwolke C' bestimmt, vervollstdndigt schliellich die Berechnungsvorschrift fiir
das Lebesgue-Mafi A\(C'+ B,, ). Bisher wurde der eigentliche zu klassifizierende Punkt
bei der Berechnung noch iiberhaupt nicht verwendet, der hier dargestellte Teil muss
daher auch nur ein einziges Mal zur Laufzeit ausgefithrt werden. Von diesem Moment
an steht der Inhalt der Bezugsmenge des Klassifikators fiir den gesamten folgenden
Rechenweg zur Verfiigung.

3.3 Hinzunahme des zu klassifizierenden Punktes

Der néchste Schritt, ndmlich die Berechnung von A(B(z;r) N C + B,,) fiir einen
zu klassifizierenden Punkt z € R? und positives 7, verfolgt einen ganz #hnlichen
Ansatz. Zunéchst wird der duale Komplex K, = K(B(z;7) U C + B,,) berechnet.
Hierfiir wurde von EDELSBRUNNER und SHAH in [9] ein inkrementeller Algorithmus
mit Laufzeit in O(nlogn) im zweidimensionalen Fall angegeben. Nun ergibt sich das
Maf der betrachteten Fléche als

AN B(z;r)NC+ B,,) = Z (=DITIX(by)
o€,
z€opA|T|>1

Die Korrektheit dieser Berechnung ergibt sich sofort aus den Eigenschaften
des dualen Komplexes und dem Prinzip von Inklusion und FExklusion.
Allerdings muss nun die Berechnung der A(by) fiir den Fall ungleicher Radii
angepasst werden. Bei |T] =2 ergibt sich - wieder nach [19] - fiir zwei
Kreise by = B(x1;70); b2 = B(x;r) mit dem Mittelpunktsabstand d = ||x; — z|| die
elementargeometrische Flacheninhaltsformel

P22 g2 B2 2 g2
A(by N by) = r§ arccos (%) + 7% arccos <%)

——\/ —d+ro+r)(d+ro—r)(d—1o+71)(d+T0+T)
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Die Formeln fiir den Fall |7'| = 3 stammen erneut aus [10], auch die Korrektheit
ihrer Anwendung ergibt sich wie im vorherigen Abschnitt. Es ist dabei zu beachten,
dass sie den noch allgemeineren Fall dreier unterschiedlicher Radii behandeln,
diese werden als absteigend nach ihrer Grofle geordnet aufgefasst. Tatséchlich
unterscheiden sich also die Berechnungen fiir » < ry und r > rg, allerdings nur im
Detail.

Theorem 3.10 (Fewell):

Angenommen die Kreise B(z1;11), B(zo;719) und B(zg;rs) mit 1 > 19 > 13
schneiden sich in einem Kreisbogendreieck, so lisst sich dessen Fldiche analog zum
Theorem 3.9 bestimmen, nur die Berechnung der lokalen Koordinaten der Eckpunkte
unterscheidet sich:

Alle Bezeichnungen seien wie in Theorem 3.9, dann gilt:

_ 7’1 7"2‘*“1%2 _ 2 212 4

T12 = ~ 345, Y12 = 2d12 \/2d (ri +13) = (r} —r3)? — diy
2 2 2

/o ri—r3tdiy - 2_ 2\2 _ 4

T13 = ~ 243 Y13 = \/2d 7"1 + 7"3 — (rf —r3) dis

n o _ ri—ritdi, [ 2 _ 2\2 _ 4

123 = = 2dos Yoz = \/ 2d35(r3 4 13) — (r3 — 13) das

Da nun die Berechnung des zweidimensionalen Kugelmafles — zumindest fiir
angeschlossene Vollkreise um einen Punkt z € R* - bekannt ist, lisst es sich
fiir die auf diesem Mafl basierende Klassifikation heranziehen. Zusammen mit der
Infimumsbildung fiir 5M;T0;m(a:) beziehungsweise 4§, () durch das fortlaufende
Testen schrittweise ansteigender Radii r sowie der numerischen Integration zur
Bestimmung von d ..., (z) und dﬂ%o;mo(:c) ergibt sich daraus ein Algorithmus
zum Beantworten der Anfragen ¢,...m,(z) an den neuen Klassifikator.

3.4 Problembetrachtung

Die dargestellten Vorschriften liefern eine vollstéindige Anleitung zur Auswertung
des neuentwickelten Klassifikators, allerdings ergeben sich fiir den entstehenden
Algorithmus gleich mehrere Probleme. Es fillt deutlich auf, dass bei der
Berechnung sehr ausgiebig und an entscheidenenden Stellen die getroffenen
Annahmen verwendet werden. Die meisten angegebenen Rechenwege sind in dieser
Einfachheit nur durch das intensive Ausnutzen der geforderten allgemeinen Lage der
Lerndaten aufrechtzuerhalten. Die Aufgabe dieser Annahme wiirde eine ausufernde
Einzelfallbetrachtung zur Folge haben, so konnte beispielsweise nicht mehr davon
ausgegangen werden, dass nur drei Spezialfille von Kreisschnitten zu behandeln
wéren, selbst der gesamte Ansatz des dualen Komplexes miisste in der jetztigen
Form auf den Priifstand. EDELSBRUNNER und MUCKE haben versucht in [8] zu
zeigen, dass die Voraussetzung allgemeiner Lage keine deutliche Einschriankung
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darstellt, wenn mensch die Eingangsdaten mit einem (simulierten) schwachen
Rauschen versieht, um so degenerierte Fille zu vermeiden. Je nach Herkunft des
Datenmaterials kann sich diese Annahme dennoch als sehr problematisch erweisen,
so zum Beispiel wenn die behandelten Punkte von der Abtastung eines flachen
Werkstiickes oder dhnlichen Anwendungen stammen. Hierfiir miissten das hier
vorgestellte Verfahren speziell angepasst werden.

Die Konzentration auf zwei Dimensionen verringert die praktische
Anwendbarkeit des Algorithmus aufflerdem doch ganz erheblich. Wihrend sich die
Uberlegungen zum Power-Diagramm und dem dualen Komplex noch wortgleich
auf hohere Dimensionen iibertragen lassen wiirden, betrachten die Formeln fiir die
Kreischnitte ausschliellich den ebenen Fall. Sie skalieren praktisch iiberhaupt nicht
mit wachsendem d. Auflerdem miissen in hoheren Dimensionen deutlich mehr als
nur drei Spezialfille betrachtet werden, so lisst sich zeigen, dass es im R? ganz
allgemein d + 1 verschiedene Arten von unabhéngigen Simplizes gibt und sie alle in
der verwendeten Volumenformel auftreten kénnen (vgl. [1]). Nicht zuletzt wichst
auch der Aufwand zur Berechnung des dualen Komplex iiberdimensional in der
GroBe der Dimension, siehe dazu die Ausfiithrungen in [9].

Dabei ist die Komplexitidt schon im Zweidimensionalen eine bedeutende
Schwachstelle des Algorithmus. Eine einzige Auswertung des Mafles wird zwar durch
die Berechnung des dualen Komplex dominiert und liegt daher ebenso in O(nlogn),
doch dieser Teil muss im Laufe der Berechnung der Distanzfunktion immer wieder
ausgefithrt werden und stellt so den Hauptaufwand der gesamten Methode dar. Zum
einen lésst sich die Bestimmung des gesuchten Infimum kaum anders realisieren, als
den Radius r solange schrittweise zu erhchen bis das Mafl des betrachteten Kreises
den aktuellen Anteil m iiberschreitet. Zum anderen muss auch bei der numerischen
Integration eben dieser Anteil innerhalb der Intervallgrenzen 0 und mg immer wieder
leicht erhoht werden und die Berechnung beginnt erneut. Es ist richtig, dass der
genaue Aufwand des Algorithmus von den jeweils konkret gewéahlten Schrittweiten
abhéngt und es lisst sich ausnutzen, dass der Regulationspfad m +— 53W0;m nicht-
fallend ist und daher bei steigendem m echt kleinere als der zuletzt bestimmte
Radius r nicht mehr beriicksichtigt zu werden brauchen. Aber mensch kommt
nicht umhin zuzugeben, dass die Rechenzeit mit einer angemessenen Genauigkeit
weit jenseits aller aktuell praxisrelevanter Methoden zu erwarten ist. Insbesondere
ist die Laufzeit nicht mit der des empirischen Klassifikators zu vergleichen (fiir
entsprechenden Werte einer Referenzimplementierung siehe [11]). Dies liegt in der
einfachen Tatsache begriindet, dass bei diesem das Mafl nicht explizit berechnet
werden muss, sondern mensch stattdessen fiir geeignete Parameterwerte auf eine
Variante des k-Néchsten-Nachbarns ausweichen kann. Auch fiir den hier vorliegenden
Fall wire es wiinschenswert ein moglichst einfaches Kriterium zur Hand zu haben,
dass angibt, fiir welche Radii sich der duale Komplex der Bezugsmenge jeweils
kombinatorisch verdndert, denn dann kénnte mensch in allen anderen Féllen von
einer Neuberechnung absehen. Empirische Uberpriifungen legen nahe, dass diese
Veranderungen in der Regel nur bei einigen vergleichsweise wenigen Grenzradien
eintritt. Im Ergebnis liele sich der Gesamtaufwand der Methode erheblich nach
unten Kkorrigieren.

Erschwerend kommt bei der Berechnung der Distanzen hinzu, dass das
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Integrieren schlicht ein numerisch instabiles Problem ist, dies wird fiir
Parameterwerte mg nahe 0 durch die vorgenommene Normierung, also der Division
durch eine betragskleine Zahl, noch verschérft. Es ist daher verfahrensbedingt bei
der Verwendung gingiger Gleitkomma-Typen gemé&fl der Norm IEEE 754-2008 selbst
bei doppelter Genauigkeit mit erheblichen Informationsverlusten zu rechnen.

Ein weiteres Problem liegt in der korrekten Wahl der beiden Parameter my und
ro. Es ist in Ansétzen bekannt, wie diese sich einzeln auf die Berechnung auswirken -
siehe dazu die Aussagen im Abschnitt 2.3 dieser Arbeit - doch iiber deren Korrelation
und mogliche optimale Kombinationen in verschiedenen Anwendungsfillen liegen
praktisch noch iiberhaupt keine Erkenntnisse vor.

Zusammenfassend wird klar, dass die Angabe einer Berechnungsvorschrift erst
der allererste Schritt bei der Betrachtung einer neuen Klassifikationsmethode sein
kann und es unbedingt ndétig ist hier weitere Untersuchungen anzustellen, den
Algorithmus tatséchlich lauffahig zu implementieren und stetig zu optimieren. Das
néchste Kapitel beschéftigt sich daher mit weiteren Eigenschaften der definierten
Familie von Klassifikatoren, ndmlich ihrem Verhalten bei steigenden Bezugsradius
To-
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Kapitel 4

Zusammenfassung und Ausblick

4.1 Erste Grenzwertvermutung

Im Laufe der Untersuchungen zum KugelmaB-Klassifikator liesen sich einige
topologische Eigenschaften beobachten, fiir deren Beweis oder Widerlegung aber das
Verstéandnis der Zusammenhénge des gerade erst definierten Klassifikationsverfahren
noch nicht umfassend genug war. Dies betrifft vor allem ein bestimmtes
Grenzverhalten der entstandenen Distanzfunktionen beziehungsweise der Bisektoren
beziiglich einzelner Parameter sowie dem Zusammenspiel der Regulatoren
untereinander. In diesem letzten Kapiteln sollen diese Sachverhalte als Motivation
fiir weitere Forschungen in Form zweier zentraler Vermutungen formuliert werden.
Es wird sich aulerdem bemiiht diese in den Kontext der bisherigen Betrachtungen
einzubetten.

Die erste der beiden Vermutungen betrifft den Grenzwert der zum Kugelmafl
gehorenden Distanzfunktion d,,., .m, fiir mo \ 0. Zunéchst einmal soll aber eine
schwichere Aussage zum gleichen Sachverhalt gezeigt werden. Dazu ist jedoch etwas
Vorarbeit notig.

Lemma 4.1:

Fiir jeden Parameter vo > 0 und jeden Punkt x € R? gibt es ein positives m' > 0
derart, dass die Abbildung m v~ 6, .m(z) auf dem Intervall [0;m’) stetig ist.

Beweis. In jedem x € R? lisst sich 8, .m(z) durch deyp, (x) nach unten und
dc+BrO(:U)—i—maxaechBTOHx—aH nach oben beschrinken, die Kompaktheit der
Bezugsmenge sichert die Endlichkeit dieser Werte. Als beschréankte, reelle, nicht-
fallende Funktion, die iiberall auf dem abgeschlossenen Einheitsintervall definiert
ist, kommt fiir eine Unstetigkeitsstelle von m + §,,,... .m(z) nur ein positiver Sprung
in Frage.

Ein solcher kann nur dann auftreten, wenn die Vergroflerung des Radius r
auf einem Abschnitt positiver Lénge voriibergehend keine Zunahme des Mafles
finro(B(2;7)) mehr zur Folge hat. Diese Liénge ist im Ubrigen dann auch genau
die Hohe des Sprunges. Das kann aber nach Konstruktion des Kugelmafies nur dann
geschehen, wenn B(z;7) gerade eine Kugel aus C' + B,, vollstéindig eingeschlossen
hat und gleichzeitig keine weitere schneidet. Zum einen kann dies also nur an endlich
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vielen - genauer héchstens n -Stellen der Fall sein. Zum anderen ist die betrachtete
Abbildung in m = 0 stetig, denn B(z; 4, 0o(7)) hat per definitionem Maf§ 0 und
enthélt daher noch gar keine Kugel aus C + B,,.
Die Wahl von m’ als die kleinste Sprungstelle - oder 1 falls es keine solche gibt -
liefert nun die Behauptung.
qged

Diese Eigenschaft vereinfacht die Herleitung einer ersten Grenzwertaussage.

Lemma 4.2:

Die Abstandsfunktion des Trigers des Kugelmafes ist der punktweise Grenzwert
der Distanzfunktion des Mafles selbst, wenn mg gegen 0 geht. Mit anderen Worten,
fiir jeden Punkt x € R? und jeden Radius ro > 0 gilt

W{%}I{‘IO dﬂ/n;rO;mO (l‘) = dC+BTO (:L‘)
Beweis. Die Grenzwertsatze reeller Funktionen sichern

2
lim d? (x) = (lim dumo;mo(x))

mo\0 Hnsrg 510 mo N0
Da auflerdem sowohl d,,,., .m, als auch dc g, nicht-negativ sind, geniigt es folgende

Beziehung zu zeigen:

HEJI{%O din;m Mo (l’) - d%JrBTO (:E)

Das obige Lemma impliziert, dass die Zuordnung mg — [;™° (53W0;m(1’) dm auf

dem Intervall [0;m) eine Stammfunktion von m 53W0;m(x) ist. Nach der Regel
von I’Hopital ergibt sich nun

[0 62 (x) dm

li d2 . — I 0 Hnsrg 51
mtr{{o /’L’n;’l‘g ;1Mo (‘1.) mél{‘lo mO
([ 62 (x)dm)/dmg
= lim (fo Priro; (z) dm)/ = lim 62 . ()
mo\,0 dmo/dmo mo\0 Hniros

Der letzte Grenzwert ist aber nach Lemma 2.4.(i7) in Verbindung mit
Lemma 2.13 gerade dZ., 5 (), wie gewiinscht.
qged

Die eigentliche Vermutung bezieht sich nun auf einen stiarkeren Grenzwertbegriff.
Falls sie wahr ist, so wiirde der zuletzt bewiesene Satz sofort als Korollar abfallen.

Vermutung 4.3:

Die Abstandsfunktion des Trdgers ist sogar der Limes der Distanzfunktion des
Kugelmafes beziiglich der Supremumsnorm. Das heifit, fir hinreichend kleine my
evistiert eine kleinste obere Schranke zu |dy,., .my(*) — doyp,, (v)| fir alle Punkte
r € R? und diese unterschreitet jede positive reelle Zahl, wenn der Parameter gegen
0 geht.

|
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Diese Vermutung iibertragt die analoge Aussage iiber die Distanzfunktion des
empirischen MaBes (vergleiche die Bemerkungen zu Korollar 2.8) auch auf das
Kugelmafl mit positivem Bezugsradius. Das passt gut in die Anschauung, dass
der Parameter mg bestimmt, wie viele der Lernbeispiele bei der Klassifikation
eines Punktes berticksichtigt werden. Fiir my — 0 wiirden nur die néichstgelegensten
Datenvektoren fiir mg — 1 dagegen alle. Auflerdem wiirde sich als Folgerung aus
der Vermutung ergeben, dass die mediale Achse des Kugelmaf$-Klassifikators fiir
kleine Parameterwerte gegen den Bisektor des Klassifikators sgn(dc-+ 5, — do+y5,,)
geht. Dabei bezeichnen C* und C~ die Mengen der Positiv- beziehungsweise
Negativbeispiele. Die im letzteren verwendeten Distanzen lassen sich allerdings
ungleich einfacher als das eigentliche Mafl berechnen. Sie ergeben sich erneut durch
einfache Auswertungen von Néchsten-Nachbar- Anfragen mit einer kleinen Korrektur
zur Beriicksichtigung der Wirkung von ry. Dies wiirde den Aufwand zur Auswertung
des neuen Klassifikators gegebenenfalls erheblich reduzieren.

4.2 Zweite Grenzwertvermutung

Bei der zweiten Vermutung handelt es sich um eine Uberlegung iiber das Verhalten
der medialen Achse des Klassifikators, wenn die Reichweite eines jeden Datenpunktes
gegen Unendlich geht. Dies wurde bei den Definition zunéchst explizit vermieden,
um nicht Gefahr zu laufen den Bezug zu den Lernbeispielen zu verlieren. Eine
Motivation zur Untersuchung fiir dieses Verfahren war auch der Wunsch nach
einer Kapazitiatskontrolle des Modells durch Skalierung eines Parameters. Auch
diese spiegelt sich in der Vermutung wieder, denn es wird angenommen, dass mit
wachsendem ry der Bisektor des betreffenden Klassifikators gegen eine Hyperebene
geht, im zweidimensionalen Fall also einer Gerade. Genauer bedeutet dies das
Folgende:

Vermutung 4.4:

Seien i:*zn%r vect T und i_:n%zwec,:r; die arithmetischen Mittel der
Positiv- beziehungswiese Negativbeispiele, diese seien wvon einander verschieden.
Dann konvergieren die Bisektoren der Klassifikatoren cppgim, flir 1o — 00 in
der Hausdorff-Distanz gegen die Hyperebene im Punkt %(EJFJFE*) mit  dem
Normalenvektor T= — 7.

Die beschriebene Hyperebene ist genau die Menge aller Punkte, die zu den
beiden Mittelwerten den gleichen Abstand besitzen. Die Vermutung sagt also aus,
dass mit steigendem Bezugsradius ry der Einfluss eines konkreten Datenpunktes aus
einer Klasse zugunsten ihres Zentroides - beziehungsweise seiner besten empirischen
Néherung dem Mittelwert der zur Klasse gehorigen Beispiele - zuriicktritt. Dies
wird durch die Anschauung unterstiitzt. Die Punktwolken C und C~ haben blof3
endlichen Durchmesser, fiir hinreichend grofies r¢ sind also die Systeme C* + B,
respektive C~ + B,, (im topologischen Sinne) zusammenhéngende Kugelhaufen mit
weiter ansteigendem Radius wird die Kriimmung an ihren Ré&ndern beliebig klein
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und auch die Struktur einzelner Kugeln verschwindet. Dann verhélt sich eine Menge
C'+ B,, im Wesentlichen wie eine einzige Kugel um den Mittelwert von C' mit Radius
ro. Fiir einen Punkt x € R? des Raumes ist also s amo (x) genau dann kleiner als

duﬁro;mo (x), wenn sein Abstand zu Zt kleiner ist als zu Z~, denn dem Fall werden

Kugeln um z stets mehr Masse aus C* + B,, aufnehmen als aus C~ + B,,.

Allerdings ist nich zu erwarten, dass die entstehende Hyperebene einen besonders
groflen Abstand zu den einzelnen Datenpunkten besitzt, wie das beispielsweise bei
der Support Vector Machine der Fall ist. Wahrend sich die SVM auf Datenpunkte
am Rand einer Klassenstichprobe stiitzt, héingt der Bisektor hier ausschliefilich von
den Mittelwerten der Klassen ab. Er ist daher unempfindlicher gegen eventuelle
Ausreifler, das darauf beruhende Verfahren klassifiziert dafiir aber auch Punkte die
niher am Zentroid der anderen Klasse liegen konsequent falsch.

Falls die Vermutung zutrifft, ergébe sich eine denkbar einfache Berechnung der
Klassifikation fiir hinreichend grofie Parameterwerte rq. Es miissten blol die Daten
klassenweise gemittelt, die Gleichung der betreffenenden Hyperebene aufgestellt und
bei der Bearbeitung der Anfragen gepriift werden auf welcher Seite sich der zu
klassifizierende Punkt befindet.

4.3 Fazit

In dieser Arbeit ist der Weg nachvollzogen worden, aus einer einfachen Idee, namlich
dem Ubergang von Einzelpunkten zu einer Vereinigung von Kugeln, einen neuartigen
distanzbasierten Klassifikator zu entwickeln. Es konnte eine Berechnungsvorschrift
fiir diesen angegeben, einige seiner Eigenschaften bewiesen und Beziehungen zu
anderen Klassifikationsverfahren aufgezeigt werden. Insgesamt ist eine Ahnung
gewonnen worden, welche Moglichkeiten des nutzerseitigen Einflusses die neue
Technik bietet. So kann zum einen der Anteil der zu beriicksichtigenden Daten zum
anderen aber auch die Reichweite ihrer Wirkung reguliert werden.

Sehr schnell wurden aber auch sowohl die theoretischen als auch die praktischen
Schwierigkeiten deutlich. Viel zu viele Wirkungsweisen der neuen Methode sind
noch unbekannt. Die Auswahl geeigneter Parameterwerte erfolgt noch immer
anhand von Faustregeln und best practice statt auf wissenschaftlichen Erkenntnissen
zu beruhen. Auch die massiven Effizienzprobleme einer maschinengestiitzten
Berechnung scheinen zum gegenwértigen Zeitpunkt noch fast uniiberwindlich.

Dies sollte uns aber nicht davon abhalten diesen Klassifikator weiter zu
untersuchen und die gewonnenen Erkenntnisse auszubauen. Denn selbst wenn es
niemals eine praxisrelevante Implementierung dieses Verfahrens geben sollte, so ist
von der weiteren Beschiftigung mit dem Thema dennoch die Vertiefung unseres
Verstéandnisses iiber die mathematische Theorie distanzbasierter Klassifikation zu
erwarten. Nur wenn wir immer neue Ideen wagen, neue Wege gehen und auch bereit
sind, das Risiko von Fehlschlagen in Kauf zu nehmen, kann die Informatik ihren
Charakter als innovative Zukunftswissenschaft erhalten.
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