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Intro

Haben Sie sich schon einmal gefragt, warum Sie jetzt ein gedrucktes Buch in den Händenhalten können? Wie die Website zum Buch und alle anderen Websites auch programmiertund auf Ihrem Computer angezeigt werden können? Oder vielleicht, wieso eine Office-An-wendung oder ein Computerspiel auf Ihrem Computer ausgeführt werden kann? Die Infor-matik hat inzwischen einen großen Einfluss auf alle Bereiche unseres Lebens genommen.Versuchen Sie doch einmal, das Gegenteil zu beweisen: Gehen Sie im Kopf Ihre letzte Wo-che durch, und schätzen Sie, mit wie vielen Dingen Sie in Kontakt gekommen sind, die kei-
nen Bezug zu Informatik haben. Haben Sie etwas gefunden? Dann lassen Sie uns über einpaar Vorschläge genauer nachdenken:Dachten Sie an Essen oder Lebensmittel? Die Landwirtschaft ist eine der digitalisiertestenBranchen überhaupt, mit Dutzenden computergesteuerten Systemen zur Qualitätssiche-rung, automatischen Bewässerung, Schädlingsbekämpfung, Ernteplanung und so weiter.Handelt es sich um ein maschinell hergestelltes Produkt oder überhaupt um ein Produkt,das in irgendeiner Form ausgeliefert wird, so steuert vermutlich ein Computer die Produk-tion, und mit Sicherheit hat bei der Auslieferung ein Algorithmus dem Paketboten denschnellsten Weg ans Ziel gezeigt.Vielleicht hatten Sie an ein Musikstück oder einen Film gedacht? Kaum eine Medienpro-duktion kommt mittlerweile ohne digitale Aufnahme- und Bearbeitungstechnik aus, undselbst ältere Werke wurden längst in Nullen und Einsen überführt, übers Internet verbrei-tet und für die Ewigkeit archiviert.Ein Gebäude? Wahrscheinlich hat eine Software den Architekten und den Statiker dabeiunterstützt, Planungsfehler zu vermeiden. Wenn das Gebäude etwas neuer ist, werden viel-leicht die Heizung und das Licht von einem Computer gesteuert. Wenn es antik ist, wurdees wahrscheinlich schon mit modernster computergestützter Technologie erfasst, um fürdie Geschichtsforschung neue Erkenntnisse zu gewinnen.Ein Lebewesen? Informatiker versuchen, von der Natur zu lernen, und entwickeln Algo-rithmen, die zum Beispiel vom Verhalten von Ameisen inspiriert sind. Auch medizinischeVersorgung ohne die automatische Verarbeitung großer Datenmengen wäre heute un-denkbar.Das nächstgelegene Gewässer? Das Wetter? Höchstwahrscheinlich überwachen zu genaudiesem Zeitpunkt Dutzende Sensoren den Wasserstand, den Sauerstoffgehalt, die Fließ-geschwindigkeit und weitere Werte der Flüsse und Seen in Ihrer Umgebung. Und einige derleistungsstärksten Computer der Welt berechnen gerade Daten für Ihre Wettervorhersagein den nächsten Nachrichten.
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Computer und digitale Systeme, so zeigt uns dieses kleine Gedankenspiel, begleiten unsmittlerweile in allen unseren Lebenslagen und sind aus unserer Welt nicht mehr wegzu-denken.
Das BuchDie Informatik ist eine faszinierende Wissenschaft, die unser gesamtes Leben prägt wiekaum ein anderes Fachgebiet. Mit diesem Buch wollen wir Ihnen diese Faszination vermit-teln und Sie begeistern und befähigen, ein Studium der Informatik zu beginnen. Sollten Siedaher gerade am Ende Ihrer Schullaufbahn sein und Interesse an einem Informatikstudiumhaben, ist dieses Buch genau das Richtige für Sie! Das Gleiche gilt, falls die Schulzeit schonetwas länger zurückliegt, und das ganz unabhängig davon, ob Ihnen dort »Informatik« alsFach begegnet ist. Da die einzigen Voraussetzungen zum Lesen einfache Schulmathematikund Spaß am Knobeln und Lösen von logischen Rätseln sind, benötigen Sie keine weiterenVorkenntnisse, um direkt ins Thema einsteigen zu können. Falls Sie, zum Beispiel aus demSchulunterricht, einige Informatikkenntnisse mitbringen, hilft Ihnen das Buch dabei, die-ses Wissen zu festigen und auszubauen.Auch ohne Studienpläne sind Sie selbstverständlich herzlich eingeladen, mit diesem Bucheinen Einblick in die Informatik zu gewinnen. Unserer Meinung nach gehört ein Grundver-ständnis digitaler Technologien längst zum wichtigen Allgemeinwissen, und die Denkmus-ter unserer Wissenschaft sind auch außerhalb der Informatik sehr nützlich. Egal also, obSie selbst etwas Informatik lernen möchten oder vielleicht auch als Lehrkraft Ideen füreinen ansprechenden Informatikunterricht suchen: Wir sind uns sicher, dass diese Lektüreein guter Einstieg ist!
Wie liest man dieses Buch?Mit Ausnahme von ein paar Grundlagen am Anfang ist es nicht notwendig, die Kapitel in derabgedruckten Reihenfolge zu lesen. Ganz im Gegenteil: Sie können frei nach Interesse undWissensstand Kapitel überspringen oder spätere Kapitel vorziehen.Wir empfehlen jedoch, auf jeden Fall mit dem ersten Kapitel über Algorithmen zu begin-nen, da Sie dort eingeführte Konzepte und Schreibweisen auch später immer wieder be-nötigen werden. Wenn Sie dann Gefallen an algorithmischem Denken gefunden haben,können Sie dieses in den Kapiteln 2 bis 9 anwenden, denn dort sprechen wir über verschie-dene Standardalgorithmen und Analysetechniken der Informatik – sozusagen die Werk-zeugkiste eines jeden Informatikers. Kapitel 10, »Formale Sprachen«, macht einen Ausflugin die theoretische Informatik.
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In Kapitel 11, »Modellierung«, und Kapitel 12, »Datenbanken«, verlagert sich der Fokus aufdie Strukturierung von Problemen, Daten, Prozessen und Systemen. In Kapitel 13, »Künst-liche Intelligenz«, beleuchten wir, was es mit künstlicher Intelligenz und maschinellemLernen auf sich hat. Anschließend steigen wir in die technische Umsetzung ein: Kapitel 14bis 16 widmen sich der Technik hinter Computern, Netzwerken und sicherer Datenüber-tragung. Ab Kapitel 17, »Softwareentwicklung«, wird es richtig praktisch, denn dort be-schäftigen wir uns mit der Frage, wie eigentlich große und komplizierte Software ent-wickelt wird. In Kapitel 20, »Hands-on: Programmieren mit Python«, schreiben Sie dannselbst Programme am Computer – hierfür ist es ratsam, zumindest die Grundlagen zu Algo-rithmen, Datenstrukturen, Objektorientierung, Computern und Softwareentwicklung gele-sen zu haben.Abschließend beschäftigen wir uns in Kapitel 21, »Ethik in der Informatik«, mit ethischenund gesellschaftlichen Fragestellungen: Was darf Informatik alles, und welche Verantwor-tung tragen wir als Informatiker? Um Ihnen wirklich alles an die Hand zu geben, was Sie füreinen erfolgreichen Studienstart benötigen, geben wir Ihnen im Extro noch einen Über-blick über Ausbildungswege und mögliche Berufsfelder und verraten, wie ein Informatik-studium eigentlich abläuft.Die meisten Kapitel fangen mit einer Knobelei an, also einer kleinen Rätselaufgabe, die Sieim Kopf, auf Papier oder mit wenigen Alltagsgegenständen lösen können – insbesonderebrauchen Sie außer für Kapitel 20 keinen Computer für die Bearbeitung. Anschließend lö-sen wir die Knobelei auf und zeigen, welche Konzepte der Informatik sich dahinter verber-gen. Stück für Stück führen wir im Hauptteil des Kapitels Begriffe und Techniken ein, diewir am Kapitelende zusammenfassen und in den Gesamtzusammenhang stellen.Ein paar Aufgaben von einfach bis schwer geben Ihnen dann die Möglichkeit, das Gelesenezu verarbeiten und anzuwenden und zu testen, ob Sie alles verstanden haben. Auch dieseAufgaben können Sie (mit Ausnahme von Kapitel 20) völlig ohne Computer oder anderetechnische Hilfsmittel bearbeiten.Folgende Stile und Icons verwenden wir, um Dinge zu kennzeichnen:
� AufgabenAlles, was Aufgaben betrifft, erkennen Sie auf den ersten Blick am schraffierten Seiten-rand.Zu Beginn des Kapitels gibt es eine »Knobelei zum Einstieg«, mit der Sie ohne Vorkennt-nisse in das Thema des Kapitels einsteigen können.Am Ende der Kapitel fordern Aufgaben Sie heraus.

[###] Manche Aufgaben fordern Sie voraussichtlich mehr als andere. Diesen Aufgabenhaben wir nicht nur einen, sondern gleich drei Doktorhütchen vorangestellt.
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� LösungenLösungen finden Sie immer hinter den Aufgaben eines Kapitels; jede Lösung trägt die glei-che Nummer wie die Aufgabe, die sie löst.
� Begriffe

Begriffe erläutern wir immer im Zusammenhang. Sie erkennen einen neu eingeführtenBegriff an der kursiven Schrift.
Kompakt erklärt – bitte genau hinsehen

In diesem Buch lernen Sie viele neue Konzepte, Sachverhalte und Zusammenhänge
der Informatik kennen. Manche davon haben wir hervorgehoben, weil Sie bei der Lek-
türe vielleicht kurz innehalten möchten; denn mit einem Kasten wie diesem unterbre-
chen wir unseren Gedankengang, um Ihnen wichtige Grundlagen zu vermitteln oder
weiterführende Ideen vorzustellen. Diese Textstellen lassen sich zwar leicht wiederfin-
den, aber wir empfehlen schon beim ersten Lesen ein besonderes Augenmerk.

� Pseudocode und CodePseudocode und Code erkennen Sie an dieser Schriftart:
Wiederhole solange Ende des Buches nicht erreicht

Wiederhole solange Seitenende nicht erreicht
Falls Abschnittstyp = Aufgabe

Schlüsselwörter der Programmiersprache bzw. Begriffe, die in einer Programmierspracheals Schlüsselwort (vgl. Kapitel 20, »Hands-on: Programmieren mit Python«) umgesetztwerden, drucken wir farbig. Moderne Entwicklungsumgebungen bieten verschiedenereichhaltige Farbdarstellungen Ihres Codes, die außerdem z. B. Zahlenwerte, Kommenta-re, Zeichenketten in jeweils eigenen Farben darstellen. Schlüsselwörter werden dabeiimmer berücksichtigt, und so halten wir es auch in diesem Buch.
Webseite zum BuchAuf unserer Website www.fit-fuers-informatikstudium.de stellen wir weiteres Material zumBuch bereit. Dieses umfasst noch ausführlichere Lösungserklärungen zu manchen Aufga-ben, eine Linksammlung zu weiterführender Literatur sowie alle Codebeispiele und Werk-zeuge für das Programmierkapitel 20.Wie in jedem Fachbuch wird auch bei uns der Fehlerteufel nicht völlig untätig gebliebensein. Auf unserer Website nehmen wir Fehlermeldungen entgegen und stellen Korrekturenfür bereits bekannte Fehler bereit. Außerdem freuen wir uns natürlich sehr über Feedback:
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Über das Kontaktformular auf unserer Website können Sie uns Fragen stellen und Lob, An-regungen und natürlich auch Kritik loswerden.
DanksagungenZuallererst möchten wir uns bei unserer Lektorin Almut Poll bedanken, ohne die es diesesBuch nicht gegeben hätte. Ihrer Feder entstammen Idee und Konzept des Projekts, für dassie uns als Autoren an Bord geholt hat. Wir danken ihr für das in uns gesetzte Vertrauenund die kompetente Unterstützung beim Schreiben des Buchs! Ebenso danken wir allenweiteren Mitarbeitenden des Rheinwerk Verlags, die im Hintergrund dafür gearbeitet ha-ben, dass Sie nun ein fertiges Exemplar des Buches in der Hand halten können.Unser Dank geht auch an Wolfgang Pohl, der das Geleitwort verfasst und damit dem Bucheinen schönen Kontext gegeben hat.Wir danken unseren Kollegen Thomas Bläsius, Timo Kötzing und Pascal Lenzner für diefachliche und didaktische Durchsicht der Kapitel. An vielen Stellen sind ihre wertvollen An-merkungen und Ratschläge in das Buch eingeflossen und haben damit die Verständlichkeitder Erklärungen verbessert. Auch ein paar Fehler konnten wir dank den dreien ausmerzen.Ebenso geht ein herzliches Dankeschön an unseren Freundeskreis und unsere Familien,die sich nie darüber beschwert haben, wenn wir sie völlig aus dem Zusammenhang geris-sen um Rat gefragt haben. Wir danken insbesondere Jonas Chromik, Lukas Faber, FrankaFischbeck, Marie Hagenbourger, Ann Katrin Kuessner, Rita Neubert, Valentin Pinkau, JanSchellenberg, Robert Schmid, Sebastian Serth und Jennifer Stamm dafür, dass sie uns beider Entstehung des Buches als Testpersonen unterstützt und uns Feedback zu den Textengegeben haben.Wir selbst forschen und lehren an unserer Universität und sprechen unseren Kolleginnenund Kollegen sowie den Studierenden am Hasso-Plattner-Institut Potsdam großen Dankdafür aus, dass sie mit Spaß und Leidenschaft bei der Sache sind und wir tagtäglich mit ih-nen arbeiten und forschen können. Insbesondere sind wir sehr dankbar für all die Gelegen-heiten, die uns geboten wurden und werden, Schülerinnen und Schülern, Lehrkräften undStudierenden im Rahmen von Workshops, Camps, Tutorien und Vorlesungen unser Wissenweiterzugeben und dabei unsere eigenen didaktischen Fähigkeiten zu erproben und zuverbessern.
Was ist eigentlich Informatik?Nicht ganz zu Unrecht denken die meisten Menschen beim Begriff »Informatik« zuallererstan Laptops, Smartphones und das Internet. Dennoch haben wir uns dafür entschieden, die-
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ses Buch so zu schreiben, dass Sie es fast komplett ohne Computer lesen und insbesonderedie Aufgaben ganz analog bearbeiten können. Die Erklärung dafür liegt darin verborgen,was Informatik außerhalb der Arbeit mit Computern eigentlich noch alles umfasst.
Die Anfänge der mechanischen RechenmaschinenDer Ursprung der Informatik liegt in dem Traum, Berechnungen nicht mühsam von Handdurchführen zu müssen, sondern wiederkehrende und monotone Aufgaben von einer Ma-schine erledigen zu lassen. Gleich drei Mathematiker bauten im 17. Jahrhundert erste me-chanische Rechenmaschinen. Aus heutiger Sicht ist der bedeutendste davon Gottfried Wil-helm Leibniz, dessen Maschine alle vier Grundrechenarten beherrschte. Zwar konnte zuseinen Lebzeiten die »Leibniz’sche Rechenbank« nie voll funktionstüchtig gebaut werden,weil die damaligen Möglichkeiten der Feinmechanik noch nicht ausgereift genug waren,moderne Nachbauten funktionieren jedoch einwandfrei. Die Maschine prägte die bis heutetypische Trennung einer automatischen Berechnung in Eingabe, Berechnung und Ausgabe.Darüber hinaus erkannte Leibniz, dass sich das Binärsystem – also das Rechnen mit denZiffern 0 und 1 anstatt des uns geläufigen Zehnersystems mit den Ziffern 0–9 – besondersgut für maschinelle Berechnungen eignet.Neben vielen Weiterentwicklungen dieser Rechenmaschinen durch verschiedene Erfinderleitete Joseph-Marie Jacquard um 1800 mit seinem Lochkarten-gesteuerten Webstuhl dasnächste Kapitel der Informatikgeschichte ein. Statt ein kompliziertes Webmuster fest indie Mechanik des Webstuhls einbauen zu müssen, ermöglichten austauschbare Karten mitausgestanzten Löchern, ein und denselben Webstuhl für vielerlei Muster zu verwenden.Im 19. Jahrhundert übernahm der Mathematiker Charles Babbage diese Idee für den Ent-wurf seiner »Analytical Engine«, einer von einer Dampfmaschine angetriebenen Rechen-maschine, die über Lochkarten programmiert werden sollte. Auch wenn die Maschine nievollständig gebaut wurde, so geht man heutzutage doch davon aus, dass sie voll funktions-tüchtig gewesen wäre. Im Gegensatz zu den Konstruktionsplänen der Maschine wurdeeine Reihe von Programmen für selbige überliefert. Die Autorin dieser Programme, dieMathematikerin Ada Lovelace, gilt damit als erste Programmiererin überhaupt. Sie hatteaußerdem die Vision, dass solche Rechenmaschinen langfristig nicht nur mit Zahlen, son-dern auch mit Bildern und Musik arbeiten könnten.
Programmierbare ComputerIm Jahr 1938 gelang es endlich Konrad Zuse, mit der »Z1« die erste programmierbare me-chanische Rechenmaschine zu vollenden. Drei Jahre später stellte er die Nachfolgerin »Z3«fertig, die als erster Computer der Welt gilt und nicht mehr mechanisch, sondern mit zwei-
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tausend Relais arbeitete. Programmiert wurde der Computer über einen Lochstreifen, Ein-gabe und Ausgabe erfolgten über eine Tastatur und Lampen.Ebenfalls in den 1930er Jahren wurden wichtige Grundsteine der theoretischen Informatikgeschaffen. Wissenschaftler wie Alan Turing und Alonzo Church formalisierten, welcheProbleme überhaupt von Maschinen gelöst werden können. Das von ihnen maßgeblich ge-formte Forschungsfeld der Berechenbarkeitstheorie beschreibt die Grenzen der Möglichkei-ten von Computern, und zwar nicht nur die der damals bekannten, sondern die aller Ma-schinen und Modelle zur automatischen Berechnung, die bis heute entdeckt und entwickeltwurden.Der Brite Alan Turing war als Kryptoanalytiker auch maßgeblich daran beteiligt, im Zwei-ten Weltkrieg die abgefangenen verschlüsselten Nachrichten der Deutschen zu entziffern.Die Fähigkeit, die gegnerische Kommunikation abzuhören, war so bedeutend, dass damalsgleich mehrere Großrechner im Vereinigten Königreich, in den USA und in Deutschlandentwickelt wurden. Neben der Entschlüsselung von Nachrichten dienten sie auch zurAutomatisierung von komplexen aerodynamischen Berechnungen für Flugzeuge und Ge-schosse. Mehr und mehr wurden dabei die fehleranfälligen und langsamen Relais durchElektronenröhren aus der Radartechnik ersetzt.Nachdem lange Zeit die Programmierung der Maschinen direkt über Kabel oder Löcher er-folgt war und Befehle über 0en und 1en eingegeben wurden, kam die Informatikerin GraceHopper um 1950 auf die Idee, Programme stattdessen auf Englisch zu schreiben und dieseanschließend mit einem Computer in Maschinenbefehle zu übersetzen. Sie entwickelte da-rauf aufbauend die ersten Programmiersprachen und die dazugehörigen Übersetzer, auch
Compiler genannt.
Miniaturisierung und Siegeszug des ComputersUnter anderem aufgrund ihrer immensen Größe – der US-amerikanische ENIAC nahm170 m2 Platz ein – ging man damals davon aus, dass nur wenige Computer weltweit be-nötigt würden. Mit der Erfindung des Transistors 1947 änderte sich vieles, denn auf einmalwar es möglich, viel schnellere, kleinere und wartungsärmere Computer zu konstruieren.Im Gegensatz zu den meisten vorherigen Maschinen speicherten nun Computer Program-me und Daten im selben Speicher, entsprechend dem von John von Neumann beschriebe-nen Aufbau eines Computersystems. Die Entwicklung der ersten Mikroprozessoren durchIntel beziehungsweise Texas Instruments im Jahr 1971 führte schließlich dazu, dass Tau-sende Transistoren auf einem kleinen Chip Platz fanden. Anschließend vergrößerte sichdie Anzahl der Transistoren auf einem Chip rasant. Der Wissenschaftler Gordon Mooreprognostizierte eine Verdoppelung der Schaltkreisdichte alle ein bis zwei Jahre. Bis heute
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hält die Weiterentwicklung der Kernbestandteile von Computersystemen Schritt mit die-ser Prognose.Erst in den 1980er Jahren fanden Computer nach und nach Einzug in Privathaushalte,nachdem zuvor vor allem Großgeräte für Unternehmen entwickelt worden waren. Ab 1990revolutionierte die Öffnung des Internets für die allgemeine kommerzielle Nutzung dieweltweite Kommunikation. Zuvor war dieses Netzwerk auf Forschungseinrichtungen undUniversitäten beschränkt gewesen, wo insbesondere die E-Mail für schnellen Nachrichten-versand genutzt wurde. Das 1989 von Tim Berners-Lee entwickelte World Wide Web istheutzutage die bekannteste Ausprägung des Internets.Seitdem halten Computer Einzug in immer mehr Bereiche unseres Lebens. Angefangen beiTaschenrechnern, digitalen Armbanduhren und Mobiltelefonen explodierte die Verbrei-tung von Computern spätestens 2007. Zwar waren Smartphones keine neue Erfindung,erst jedoch die Einführung des iPhones in jenem Jahr führte dazu, dass heute fast jeder eineuniversale, automatische Rechenmaschine in der Hosentasche trägt, die millionenfach leis-tungsstärker ist, als es sich die Erfinder der ersten mechanischen Rechner hätten erträu-men können. Das sogenannte Internet of Things (IoT) vernetzt im Haushalt Lampen, Hei-zungen und Staubsauger-Roboter, und auch in der Industrie gibt es kaum noch eine Ma-schine, die sich nicht aus der Ferne digital überwachen und steuern ließe. Mit Wearables(kleinen tragbaren Computern), Smart Clothes (Kleidungsstücken mit integrierter Digital-technik) und sogar im Körper implantierten Chips ist die Durchdringung des Alltags durchdigitale Systeme inzwischen praktisch allumfassend. Diese Verbreitung und Universalitätvon Computern macht den Beruf des Informatikers enorm spannend und herausfordernd.
Was macht ein Informatiker?Kommunikation, Mobilität, Multimedia, Finanzwesen, Ingenieurswesen, Fabrikprodukti-on, Forschung und Entwicklung, Medizin, Unternehmensorganisation, Politik – die Anwen-dungsfelder informatischer Systeme umfassen inzwischen praktisch alles. Bei aller Weiter-entwicklung ist jedoch das Grundprinzip geblieben: Die Informatik beschäftigt sich nochimmer damit, wie Berechnungen automatisiert durchgeführt werden. Da die zugrundelie-genden Problemstellungen aus beliebigen Domänen stammen können, ist das Aufgaben-feld eines Informatikers so universell wie kaum ein anderes.Hauptsächlich beschäftigt sich ein Informatiker damit, wie Probleme gut, effizient und au-tomatisiert gelöst werden können. Dass diese Automatisierung in erster Linie durch Com-puter geschieht, ist zunächst einmal zweitrangig, denn eine strukturierte und präzise Be-schreibung von Problemlösungen ist für Mensch wie Maschine gleichermaßen wertvoll.Die enorme Rechenkraft von heutigen Computern sorgt jedoch dafür, dass die Lösungsver-
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fahren auch schnell ausgeführt werden können, und macht damit die Ergebnisse des Infor-matikers anwendbar.Wenn man so will, ist der Computer das wichtigste Werkzeug des Informatikers für dieAusführung der Lösungen. In der Arbeit mit Computern fungiert man jedoch in erster Linieals Übersetzer zwischen der Sprache des Problems und der Sprache des Computers. Bevoraber diese Übersetzung stattfinden kann, muss zunächst das Problem gelöst und diese Lö-sung in eine strukturierte Form gebracht werden.Neben mathematisch-logischem Denken ist dabei vor allem die Kompetenz eines Ingeni-eurs gefragt: Ohne den Blick fürs Ganze, Erfindergeist, Kreativität und Teamfähigkeitkommt man in der Informatik nicht sehr weit, denn typischerweise sind die gestellten Pro-bleme so umfangreich und knifflig, dass deren Lösung viel Knobelei, Ausprobieren undTeamarbeit erfordert.In die grundlegenden Denkweisen, Lösungsansätze und Ideen der Informatik wollen wirIhnen in den folgenden Kapiteln einen Einblick geben. Die wichtigsten Werkzeuge dafürsind Papier und Stifte. Haben Sie sich dies bereitgelegt? Dann kann es ja losgehen!
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Kapitel 9 

Graphen
Graphen eignen sich sehr gut dafür, zusammengehörige oder 
abhängige Daten zu speichern. Wir werden in diesem Kapitel er-
klären, was Graphen sind und wie man mit ihnen Daten in Bezie-
hung setzt. Außerdem werden wir einfache Algorithmen auf Gra-
phen ausprobieren.

Kapitel 9

Graphen
Graphen eignen sich sehr gut dafür, 

zusammengehörige oder abhängige 

Daten zu speichern. Wir werden in 

diesem Kapitel erklären, was Graphen 

sind und wie man mit ihnen Daten in 

Beziehung setzt. Außerdem werden 

wir einfache Algorithmen auf Graphen 

ausprobieren.
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Knobelei zum 
Einstieg9.1 Morgendliches AnziehenJeden Morgen dasselbe! Nach dem Duschen nimmt man die Klei-dungsstücke, die man am Tag tragen möchte, aus dem Schrank undzieht sie dann an. Aber wie oft passiert es, dass man schlaftrunken das T-Shirt anzieht unddanach das Unterhemd noch in der Hand hält? Natürlich ist es ärgerlich, kostet aber bei we-nigen Kleidungsstücken noch nicht so viel Zeit. Aber wie ist es, wenn man im Winter fest-stellt, dass man das T-Shirt vergessen hat, wenn man schon den Schneeanzug trägt?Damit wir mit solchen Situationen in der Zukunft keine Zeit mehr verschwenden, wollenwir uns überlegen, wie wir diesen Vorgang besser organisieren können. Stellen Sie sich vor,Sie möchten heute die folgenden Kleidungsstücke tragen:

� Handschuhe
� lange Unterhose
� Mütze
� Pullover
� Schneeanzug
� Schuhe
� Socken
� T-Shirt
� UnterwäscheÜberlegen Sie sich doch einmal, welche Abhängigkeiten beim Anziehen Ihrer Kleidungsstü-cke existieren, und schreiben Sie sie auf. Dass die Unterwäsche vor dem T-Shirt angezogenwerden muss, könnte man beispielsweise so notieren:
Da es egal ist, in welcher Reihenfolge Sie zum Beispiel die Unterwäsche und die Socken an-ziehen, kommt diese Kombination in der Liste der Abhängigkeiten nicht vor.Fassen Sie im nächsten Schritt die Abhängigkeiten zusammen, sodass jedes Kleidungsstücknur noch einmal vorkommt. Welches Bild kommt dabei zustande? Wie könnten Sie nun mitdiesem Bild eine Reihenfolge finden, in der Sie die Kleidungsstücke ohne Probleme anzie-hen können?
In Abbildung 9.1 haben wir die Abhängigkeiten der Kleidungsstücke graphisch dargestellt.Möglicherweise haben Sie in Ihrem Bild einige Pfeile mehr. Diese haben wir in unserer Dar-stellung entfernt, weil sie indirekt in ihr enthalten sind. Beispielsweise muss natürlich das
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T-Shirt vor dem Schneeanzug angezogen werden, jedoch ist dies dadurch gegeben, dassdas T-Shirt vor dem Pullover und dieser vor dem Schneeanzug angezogen werden muss.

Abbildung 9.1  Abhängigkeiten der KleidungsstückeAus dieser Abbildung können Sie nun schon einiges ablesen. Beispielsweise müssen dieSchuhe, der Schneeanzug und die Mütze angezogen sein, bevor Sie die Handschuhe anzie-hen können. Außerdem sind die Handschuhe das letzte Kleidungsstück, das angezogenwird. Beginnen können Sie mit der Unterwäsche, den Socken oder der Mütze, da diesekeine vorherigen Abhängigkeiten, also keine eingehenden Pfeile, haben. Genau so könnenSie auch eine Reihenfolge für die Kleidungsstücke finden, die insgesamt funktioniert. Siekönnen ein Kleidungsstück anziehen, wenn es keine vorherigen Abhängigkeiten hat. Zie-hen Sie ein Kleidungsstück an, kann es aus dem Diagramm entfernt werden. Anschließendhaben Sie neue Kleidungsstücke, die Sie anziehen können. Diesen Algorithmus nennt manauch topologisches Sortieren. Eine mögliche Reihenfolge zum Anziehen der Kleidungs-stücke:

9.2 Verknüpfte DatenVerknüpfte Daten sind überall in der Welt vorhanden. Etwas später in diesem Kapitel wer-den wir uns zum Beispiel mit Straßenverbindungen zwischen Städten und einem Freund-schaftsnetzwerk beschäftigen. Solche Verknüpfungen in den Datenstrukturen darzustel-len, die Sie bisher kennengelernt haben, ist nur schwer möglich.
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Graphen bieten sich genau dafür an. Sie bestehen grundsätzlich aus einer Menge von Kno-
ten und Kanten. Ein Knoten im Graphen steht stellvertretend für ein Objekt. Das kann bei-spielsweise wie in der Knobelei ein Kleidungsstück oder eine Stadt auf einer Landkartesein. Eine Kante verbindet zwei Knoten, wie zum Beispiel eine Straße zwei Städte verbin-det. Wenn zwei Knoten mit einer Kante verbunden sind, nennt man sie benachbart. In vie-len Algorithmen auf Graphen spricht man von der Nachbarschaft eines Knotens. Damit sinddann alle Knoten gemeint, die mit diesem Knoten benachbart sind.Knoten notiert man im Regelfall mit einem Kreis. Eine Kante ist eine Linie zwischen zweiKnoten. In Abbildung 9.2 sehen Sie einen einfachen Graphen, in dem zwei Knoten A und Bdurch eine Kante verbunden sind. Beim Zeichnen von Graphen ist es nicht wichtig, wo dieKnoten platziert werden. A und B könnten also beliebig verschoben werden; die Aussage,dass die beiden Knoten verknüpft sind, bleibt bestehen. Da es bei Graphen nur um das Dar-stellen dieser Verknüpfung geht, ist die genaue Positionierung unwichtig.
Abbildung 9.2  Ein einfacher Graph mit zwei Knoten und einer Kante zwischen diesen Knoten

9.3 Varianten von GraphenGraphen modellieren immer einen Sachverhalt. Manchmal reicht die Information, dasszwei Knoten verbunden sind, jedoch nicht aus, sondern es müssen abhängig vom Kontextweitere Informationen gespeichert werden. Zusätzlich zur Beziehung zwischen zwei Kno-ten kann man in einem Graphen auch gut speichern, wie genau diese Beziehung ausgestal-tet ist. Gilt sie in beide Richtungen? Ist sie mit einer Art Kosten verbunden? Für diese zweitypischen Anforderungen gibt es Varianten von Graphen, die diese zusätzlichen Informa-tionen modellieren können.
Gerichtete Kanten
Gerichtete Kanten ermöglichen es, einseitige Verbindungen in einem Graphen darzustellen.Die Richtung der Kante wird durch einen Pfeil im Graphen markiert, wie Abbildung 9.3zeigt. In diesem Beispiel ist Knoten A mit Knoten B verbunden, und außerdem gilt: Knoten Azeigt auf Knoten B.
Abbildung 9.3  Ein einfacher gerichteter Graph. Die Kante zeigt von Knoten »A« zu Knoten »B«.
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Solche Graphen haben Sie schon in der Knobelei kennengelernt. Die Abhängigkeiten zwi-schen den Kleidungsstücken waren einseitig. Ein Straßennetz ist ein anderes Beispiel, beidem gerichtete Kanten oft zum Einsatz kommen. So können wir Einbahnstraßen als gerich-tete Kanten modellieren, um beispielsweise beim Berechnen von Routen darzustellen, dassdie Straße nur in eine Richtung befahren werden kann.Wenn keine Kante des Graphen eine Richtung hat, wird der Graph ungerichtet genannt.
Gewichtete KantenMöchten wir zum Beispiel die Distanzen zwischen zwei verbundenen Städten ausdrücken,können wir dies einfach mit Kantengewichten tun. Kantengewichte werden als Zahl an derKante notiert, wie in Abbildung 9.4 dargestellt, und manchmal auch als Kantenkosten be-zeichnet.
Abbildung 9.4  Ein einfacher gewichteter Graph. Die Kante zwischen den Knoten »A« und »B« hat das 
Gewicht 5.Die Bedeutung eines Kantengewichts kann sehr vielfältig sein. Es kann die Distanz zwi-schen zwei Städten beschreiben, die Übertragungsgeschwindigkeit einer Datenleitungoder auch den Grad einer Freundschaft zwischen zwei Personen. Die Bedeutung hängtganz von dem Kontext ab, für den der Graph modelliert wird, und spielt dann in den Algo-rithmen eine Rolle, die auf dem Graphen ausgeführt werden. Angenommen, das Kantenge-wicht eines Graphen steht für die Distanz zwischen zwei Städten. Wenn dann die kürzestenWege in der als Graph modellieren Landkarte gesucht werden sollen, entscheidet diesesGewicht darüber, ob ein Weg über eine Straße (beziehungsweise Kante) führt. Je nachdem,wie hoch das Gewicht ist, kann eventuell auch ein kürzerer Weg gefunden werden, der viel-leicht sogar mehr, aber dennoch in Summe günstigere Kanten verwendet.Hat ein Graph keine Kantengewichte, wird er ungewichtet genannt.
Beispiele für GraphenEines der natürlichsten Beispiele für Graphen sind Landkarten. In Abbildung 9.5 haben wireinige deutsche Großstädte und deren Distanzen dargestellt. Die Knoten sind dabei dieStädte selbst; die Kanten sind einige Autobahnen, die diese Städte verbinden. Das Gewichtder Kanten sind die Distanzen in Kilometern zwischen den benachbarten Städten. Eine ty-pische Fragestellung zu so einem Graphen ist, ob zwei bestimmte Städte (möglicherweiseüber andere Städte) miteinander verbunden sind und wie groß die daraus resultierende
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Distanz zwischen den beiden Städten ist. So können wir mit dem Graphen aus Abbildung9.5 ermitteln, dass die Entfernung von Hamburg nach München 885 Kilometer beträgt. DerWeg führt von Hamburg über Berlin und Nürnberg nach München.

Abbildung 9.5  Einige deutsche Großstädte und ihre Verbindungen über Autobahnen. Die Kanten-
gewichte stehen für die Distanz zwischen den Städten.Das Straßennetzwerk von Deutschland ist schon beim Betrachten einer Straßenkarte alsGraph erkennbar. Ein etwas versteckteres Beispiel für Graphen sind soziale Netzwerke. InAbbildung 9.6 haben wir das soziale Netzwerk einer Schulklasse dargestellt. Die Knotensind die Schüler; eine Kante zeigt an, dass zwei Schüler befreundet sind.Für dieses soziale Netzwerk könnten wir nun bestimmen, welche Person die beliebteste ist,also die meisten Freunde hat. Die Anzahl der Freunde einer Person entspricht der Anzahlan Kanten am entsprechenden Knoten. Dieser Wert wird auch der Grad eines Knotens ge-nannt. Entdecken Sie den beliebtesten Schüler dieser Klasse?
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Außerdem könnten wir Cliquen finden. Eine Clique ist eine Menge von Personen, die allemiteinander befreundet sind. Auch in der Graphentheorie nennt man dies eine Clique unddefiniert, dass jedes Paar von Knoten in der Clique durch eine Kante verbunden sein muss.Finden Sie die größte Clique in dieser Klasse?

Abbildung 9.6  Das soziale Netzwerk einer SchulklasseIn der Klasse in Abbildung 9.6 ist Frank der beliebteste Schüler, da er 9 Freunde hat. Diegrößte Clique besteht aus Robert, Mandy, Thomas, Frank und Sophie.
9.4 Suchen und Bewegen in GraphenEine der Grundoperationen auf Graphen ist das Suchen nach einem Knoten oder einer Ver-bindung. Beispielsweise ist es oft relevant zu wissen, ob ein Knoten von einem anderenKnoten erreichbar ist, sei es, um eine Nachricht in einem Kommunikationsnetzwerk über-mitteln zu können oder eine Baustelle im Straßennetz zu umfahren. Dafür werden Such-verfahren verwendet, die systematisch jeden Knoten im Graphen besuchen und dabei nacheinem Verbindungsweg zwischen den beiden Knoten Ausschau halten. Jede Suche beginntbei einem bestimmten Startknoten und endet, sobald entweder das Suchziel (zum Beispielein anderer Knoten) erreicht wurde oder alle Knoten betrachtet wurden.Die zwei Standardverfahren dafür nennen sich Tiefensuche und Breitensuche. Beide basie-ren auf der Idee, nach und nach alle Nachbarn eines Knoten zu besuchen, ebenso die Nach-barn der Nachbarn und so weiter. Da der ursprüngliche Knoten selbst auch ein Nachbarseines Nachbarn ist, müssen die Algorithmen dafür speichern, welche Knoten sie schon be-
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sucht haben, um nicht im Kreis Nachbarschaftsbeziehungen zu verfolgen. Wann immer einKnoten besucht wird, werden einmal alle seine Nachbarn betrachtet und als gesehen, abernoch nicht als abgearbeitet gespeichert, falls sie nicht schon zuvor besucht oder gesehenwurden. Die beiden Algorithmen verfahren dann fast gleich und unterscheiden sich ledig-lich darin, in welcher Reihenfolge gesehene Knoten besucht werden. Die Breitensuche be-trachtet zunächst die nähere Umgebung des Startknotens, bevor sie sich weiter entfernt.Wie eine Welle besucht der Algorithmus also zunächst alle Knoten, die direkt mit demStartknoten benachbart sind, dann die Knoten mit zwei Kanten Entfernung vom Start, diemit drei und so weiter. Die Tiefensuche dagegen verfolgt zunächst einen Weg durch denGraphen, bis sie erfolgreich war oder in einer Sackgasse gelandet ist, und betrachtet erstdann die Umgebung des Weges. Auf den Graphen in Abbildung 9.7 können Sie diesen Un-terschied nachvollziehen.

Abbildung 9.7  Breitensuche (links) und Tiefensuche (rechts) besuchen Knoten in unterschiedlicher 
Reihenfolge.

ImplementierungDie beiden Suchverfahren können wie in Listing 9.1 implementiert werden. In den erstenbeiden Zeilen werden die angesprochenen Listen der besuchten und der gesehenen Kno-ten angelegt. Zum Anfang kennt der Algorithmus bereits den Startknoten und kann ihndaher der Liste gesehener Knoten hinzufügen. Anschließend werden die folgenden Befehleso lange wiederholt, bis die Liste der gesehenen Knoten leer ist (Zeile 4). In jeder Iterationnimmt sich der Algorithmus den nächsten gesehenen Knoten (Zeilen 5 und 6). Dieser Kno-ten wird im aktuellen Schleifendurchlauf besucht, falls er dies nicht schon zuvor wurde(Zeile 7). Falls das der Fall ist, wird der folgende Code nicht ausgeführt, sondern es wird mitder nächsten Iteration fortgesetzt. Sollte er noch nicht besucht worden sein, fügt der Algo-rithmus ihn der Liste der besuchten Knoten hinzu (Zeile 8). So wird verhindert, dass derAlgorithmus endlos läuft, weil er immer wieder dieselben Knoten besucht.
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Mit aktuellerKnoten.Nachbarn wird auf die Liste der Nachbarn des aktuellen Knotenszugegriffen. Diese werden in diesem Schritt gesehen und deshalb der entsprechenden Listehinzugefügt. Jeder Knoten kann sich mehrfach in der Liste der gesehenen Knoten befinden.Da er aber aufgrund der Überprüfung in Zeile 7 nur einmal vom Algorithmus bearbeitetwird, ist das in Ordnung.
Eingabe: Startknoten s
01 besuchteKnoten := VerketteteListe()
02 geseheneKnoten := VerketteteListe()
03 geseheneKnoten.first := s
04 Wiederhole solange geseheneKnoten nicht leer
05 aktuellerKnoten := geseheneKnoten[0]
06 Entferne erstes Element von geseheneKnoten
07 Falls aktuellerKnoten nicht in besuchteKnoten dann
08 Füge aktuellerKnoten zu besuchteKnoten hinzu
09 Wiederhole für alle n in aktuellerKnoten.Nachbarn
10 Falls n nicht in besuchteKnoten dann
11 Füge n zu geseheneKnoten hinzu

Listing 9.1  Eine Suche über alle Knoten eines Graphen. Es ist nicht spezifiziert, wonach gesucht wird 
oder was die Ausgabe ist.Die Implementierung ist für die Tiefen- und die Breitensuche nahezu gleich. Lediglich dieWahl der verwendeten Datenstruktur für die Liste gesehener Knoten führt zu den unter-schiedlichen Suchabläufen. Darum unterscheiden sich die Algorithmen nur im Verhalten inZeile 11. Die Tiefensuche fügt die Knoten zur Liste der gesehenen Knoten vorn hinzu, wäh-rend die Breitensuche sie hinten anfügt.
BeispielIm folgenden Beispiel führen wir auf demselben Graphen die Tiefen- und die Breitensucheparallel aus, um die Algorithmen zu veranschaulichen. Die Tiefensuche ist jeweils links dar-gestellt, die Breitensuche rechts. Besuchte Knoten sind fett markiert, gesehene werdendurch eine dünne und noch nicht gesehene Knoten durch eine gestrichelte Linie wiederge-geben. Wir beginnen bei Knoten A, wie Abbildung 9.8 zeigt. Beide Algorithmen sehen dieKnoten B, C und D. Wir gehen davon aus, dass die Knoten alphabetisch gespeichert sind unddeshalb auch in dieser Reihenfolge der Liste hinzugefügt werden.
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Abbildung 9.8  Der vorderste Knoten, Knoten »A«, wird besucht. Dadurch werden die Knoten »B«, »C« 
und »D« gesehen.Nun wird jeweils der vorderste Knoten aus der Liste mit den gesehenen Knoten besucht.Während die Tiefensuche D als Nächstes besucht, besucht die Breitensuche zuerst B (Ab-bildung 9.9). Die Tiefensuche fügt den neu gesehenen Knoten F vorn der Liste hinzu, dieBreitensuche fügt Knoten E hinten an.

Abbildung 9.9  Im zweiten Schritt besucht die Tiefensuche Knoten »D«, die Breitensuche Knoten »B«.Bei der Tiefensuche steht nun Knoten F vorn und wird als Nächstes besucht, wie der linkeTeil von Abbildung 9.10 zeigt. Dabei wird Knoten E entdeckt. Die Breitensuche besucht alsNächstes Knoten C und sieht daher keine neuen Knoten.

Abbildung 9.10  Da die Tiefensuche Knoten »F« besucht, entdeckt sie Knoten »E«. Die Breitensuche 
entdeckt keinen neuen Knoten, da »C« keine Nachbarn mehr hat.
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Die Tiefensuche verfolgt weiter ihren Weg in die Tiefe und besucht E als Nächstes. Dadurchwird B erneut gesehen und vorn der Liste hinzugefügt. Die Breitensuche arbeitet nach wievor die direkten Nachbarn von A ab und besucht daher D. Nun entdeckt auch sie Knoten F.Abbildung 9.11 zeigt den aktuellen Stand.

Abbildung 9.11  Die Tiefensuche besucht »E« als Nächstes und findet »B« erneut. Er wird daher der Liste 
doppelt hinzugefügt. Die Breitensuche findet Knoten »F«, da sie Knoten »D« besucht.Die Tiefensuche besucht nun B. Damit beendet sie ihren Rundlauf, da Knoten A schon be-sucht wurde und deshalb nicht noch einmal der Liste hinzugefügt wird, wie auch Abbildung9.12 zeigt. Die Breitensuche besucht als Nächstes Knoten E und sieht F ein zweites Mal.Knoten F wird daher erneut der Liste hinzugefügt.

Abbildung 9.12  Die Tiefensuche beendet ihren Rundlauf, bei der Breitensuche fehlt nur 
noch Knoten »F«.Die Tiefensuche besucht als Nächstes Knoten C. Bei der Breitensuche wird Knoten F be-sucht. Es wurden nun alle Knoten besucht, wie Sie in Abbildung 9.13 erkennen können.
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Abbildung 9.13  Beide Suchverfahren haben nun alle Knoten besucht. Die verbleibenden gesehenen 
Knoten sind alle schon besucht und werden daher verworfen.Beide Suchverfahren arbeiten noch die restlichen Elemente in ihren Listen ab. Da dieseKnoten aber alle schon besucht wurden, terminiert die Suche anschließend.
9.5 Eigenschaften von Graphen

Abbildung 9.14  Zwei Graphen, die die Wasserversorgung von vier Städten zeigen. Die Quelle (»Q«) ist 
genauso wie die Städte durch einen Knoten repräsentiert. Die Kanten zwischen den Knoten sind Was-
serleitungen zur Versorgung der Städte.Wasser in unseren Städten sehen wir als etwas Selbstverständliches an. Damit aber tat-sächlich Wasser in jedem Haushalt aus den Leitungen kommt, muss das Wasser von einerQuelle zu den Städten transportiert werden. Abbildung 9.14 zeigt zwei Varianten, wie vierStädte mit der Quelle verbunden sind und somit mit Wasser versorgt werden. VergleichenSie die beiden Versorgungsnetzwerke. In welchem der beiden Netzwerke gibt es Probleme,die das andere Netzwerk behoben hat?
Bäume und ZyklenfreiheitDie linke Variante ist sehr anfällig für Versorgungsausfälle. Muss eine der Wasserleitungengewartet werden oder fällt aus anderen Gründen aus, so sind einige der Städte von derWasserversorgung abgeschnitten. Rechts gibt es selbst beim Ausfall einer Leitung immer
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noch mindestens einen anderen Weg, auf dem das Wasser von der Quelle zu den Städtentransportiert werden kann.Der linke Graph ist ein Baum. Bäume haben Sie bereits in Kapitel 7, »Suchen«, als Suchbäu-me kennengelernt. Markant für Bäume ist, dass sie keine Kreise, auch Zyklen genannt, ent-halten, also zyklenfrei sind.
Pfade und Kreise

In der Knobelei hatten wir bereits angesprochen, dass Knoten nicht nur direkt durch
eine Kante verbunden sein können, sondern auch indirekt über mehrere Kanten. Eine
solche Folge von Kanten, die zwei Knoten miteinander verbindet, nennt man Pfad.
Beispielsweise gibt es zwischen der Quelle und der Stadt D im rechten Teil von Abbil-
dung 9.14 mehrere Pfade. Einer der Pfade verläuft über Knoten B und ist zwei Kanten
lang. Ein anderer Pfad verläuft über die Knoten C und A und ist somit drei Kanten lang.
Endet ein Pfad im selben Knoten, in dem er begonnen hat, so nennt man diesen Pfad
auch Kreis. Ist der Graph gerichtet, können die Kanten auch nur in die eine Richtung
verwendet werden.

Für ein Versorgungsnetzwerk ist es ungünstig, wenn das Netzwerk wie ein Baum aufge-baut ist. Viele Algorithmen funktionieren dagegen auf Bäumen besonders gut. Beispiels-weise ist es sehr einfach, den längsten Pfad in einem Baum zu finden, während diese Auf-gabe auf allgemeinen Graphen sehr schwer zu lösen ist.
ZusammenhangWenn zwei Leitungen gleichzeitig ausfallen, garantiert jedoch keine der beiden Variantenaus Abbildung 9.14, dass alle Städte mit Wasser versorgt werden können, wie Abbildung9.15 zeigt. In diesem Fall spricht man davon, dass der Graph nicht mehr zusammenhängendist, da nicht mehr jeder Knoten von jedem anderen Knoten aus erreichbar ist. Stattdessenbesteht er nun aus zwei Teilgraphen, die auch Zusammenhangskomponenten genannt wer-den. Diese Eigenschaft werden Sie später zur Lösung von Aufgabe 3 im Rahmen eines wei-teren Beispiels aus der Praxis benötigen.

Abbildung 9.15  Zwei der Wasserleitungen sind ausgefallen. Die Städte »B« und »D« sind daher 
von der Versorgung abgeschnitten. Der Graph ist nun nicht mehr zusammenhängend.
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Eulersche GraphenDamit die Wasserleitungen nicht ausfallen, müssen sie regelmäßig von einem Roboter ge-wartet werden. Ein solcher Roboter wird in die Wasserleitungen hineingelassen und fährtsie daraufhin alle ab. Damit die Wartung so kurz wie möglich dauert, soll der Roboter keineLeitung doppelt befahren müssen. Gibt es in dem Netzwerk einen Pfad, der jede Kantegenau einmal enthält?Glücklicherweise lässt sich diese Eigenschaft sehr leicht überprüfen. Ein solcher Pfad wirdauch Eulerweg genannt und existiert genau dann, wenn der Graph zusammenhängend istund alle bis auf zwei Knoten einen geraden Knotengrad haben, also mit einer geraden An-zahl an Nachbarn verbunden sind. Die beiden anderen Knoten können entweder beide eineungerade Anzahl an verbundenen Kanten haben oder beide eine gerade Anzahl.Das Wasserversorgungsnetzwerk rechts in Abbildung 9.14 erfüllt diese Bedingung. AlleKnoten haben eine gerade Anzahl an verbundenen Kanten, bis auf die Knoten A und Q. DieKnoten A und Q sind daher die Start- und Endknoten des Pfades. Ein gültiger Eulerweg, beidem jede Kante genau einmal befahren wird, wäre zum Beispiel:
Der Roboter kann also sehr schnell das ganze Netzwerk warten, weil er dabei keine Leitungdoppelt befahren muss.Übrigens: Wenn ein Eulerweg auf demselben Knoten endet, auf dem er gestartet ist, sprichtman von einem Eulerkreis. Einen Eulerkreis kann es aber nur geben, wenn wirklich alleKnoten einen geraden Knotengrad haben. Zum Finden eines Eulerkreises benutzt man zumBeispiel eine erweiterte Tiefensuche. Ein Graph, in dem ein Eulerkreis existiert, wird auchals eulerscher Graph bezeichnet.
PlanaritätDas Netzwerk soll nun erweitert werden, um noch ausfallsicherer zu werden. Daher planenwir, die Stadt D auch direkt mit der Quelle Q zu verbinden und außerdem mit Direktleitun-gen A und B, B und C sowie C und D zu verbinden. Das daraus resultierende Netzwerk ist inAbbildung 9.16 dargestellt.

Abbildung 9.16  Im erweiterten Netzwerk überschneiden sich zwei Leitungen.
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Nun gibt es in diesem neuen Plan ein Problem: Zwei Wasserleitungen überschneiden sich,und solche Überschneidungen bedeuten Zusatzaufwand. Versuchen Sie einmal, den Pla-nern zu helfen und eine Anordnung derselben Kanten zu finden, die ohne Überschneidun-gen auskommt! Sie werden feststellen, dass dies nicht möglich ist. Der Graph in Abbildung9.16 ist daher nicht planar, da nicht alle Kanten überschneidungsfrei gezeichnet werdenkönnen.Für dieses Beispiel der Wasserversorgung bedeutet ein nicht planarer Graph, dass es nichtmöglich ist, alle Leitungen zu verlegen, ohne dass sich zwei überschneiden. Aber auch inanderen Bereichen wie der Kartographie ist diese Eigenschaft wichtig. Ist ein Graph planar,lassen sich dessen Knoten mit vier verschiedenen Farben einfärben, ohne dass zwei be-nachbarte Knoten die gleiche Farbe haben. Das ist zum Beispiel nützlich bei der Gestaltungvon Landkarten. Wählt man dort die Staaten als Knoten und verbindet benachbarte Staatenmittels Kanten, erhält man einen planaren Graphen und kann deshalb jede Landkarte mitnur vier Farben komplett einfärben.
9.6 Zusammenfassung und EinordnungIn diesem Kapitel haben Sie Graphen kennengelernt, eine Datenstruktur, die sich sehr guteignet, um Beziehungen zwischen Objekten darzustellen. Graphen können auf verschiede-ne Arten erweitert werden; wir haben im Speziellen gewichtete und gerichtete Graphenbetrachtet. Außerdem haben Sie anhand eines Wassernetzwerks einige der wichtigsten Ei-genschaften von Graphen näher untersucht. Mit der Tiefen- und der Breitensuche kennenSie nun zwei Standardalgorithmen, mit denen Graphen durchsucht werden können. Diesebeiden Algorithmen besuchen die Knoten eines Graphen in unterschiedlicher Reihenfolge,da sie verschiedene Datenstrukturen für die Verwaltung der noch abzuarbeitenden Knotenverwenden.Die Anwendungsfälle für Graphen sind breit gefächert. Beispielsweise speichern Naviga-tionsgeräte alle Städte und Straßen als Graphen ab. Dank fortgeschrittener Algorithmen,wie zum Beispiel des Algorithmus von Dijkstra zum Finden kürzester Wege, ist es dannmöglich, Ihnen beim Autofahren die kürzeste Route vorzuschlagen. Der Algorithmus vonDijkstra basiert genauso wie viele andere Algorithmen im Bereich der Graphen auf denvorgestellten Suchverfahren. Auch in der Softwareentwicklung müssen regelmäßig Gra-phenprobleme gelöst werden. So lassen sich die Abhängigkeiten eines Softwareprojektesgenauso wie die Abhängigkeiten der Kleidungsstücke in der Knobelei darstellen – das trifftim Übrigen auf jeden Prozess zu. Um herauszufinden, in welcher Reihenfolge Aufgaben er-ledigt werden müssen, können Sie genau wie in der Knobelei die topologische Sortierungverwenden.
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Aufgaben

[#] Aufgabe 1: Eigenschaften von Graphen

Abbildung 9.17  Welche Eigenschaften haben diese vier Graphen?Schauen Sie sich die vier Graphen in Abbildung 9.17 an. Welche der folgendenEigenschaften haben die Graphen?
� Ist der Graph planar?
� Ist der Graph zyklenfrei?Sollte der Graph ungerichtet sein:
� Lässt sich ein Eulerweg oder ein Eulerkreis finden?
� Ist er zusammenhängend?

[#] Aufgabe 2: Suchen in GraphenBetrachten Sie erneut den Graphen zu den Freundschaften der Schulklasse aus Ab-bildung 9.6. Können Sie die folgenden Fragen zu diesem Graphen beantworten? a) Wie viele Schritte sind mit der Tiefensuche mindestens notwendig, um vonMandy zu Dominik zu finden? Wie viele Schritte dauert es mit der Breitensuchemindestens?
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b) Lässt sich mit diesen Aussagen eine generelle Aussage darüber treffen, welcheder beiden Suchen schneller den gewünschten Knoten findet?
[#] Aufgabe 3: GraphmodellierungBrynay ist ein kleines Land weit entfernt von Deutschland. In Brynay gibt es zehnStädte, die mit einem Straßennetz verbunden sind. Die Straßen in Brynay sind inder Regel in beide Richtungen befahrbar, außer einige Straßen in den Bergen undsobald Baustellen auftreten.Ganz im Westen liegt die Stadt Cerer. Sie ist über eine 90 km lange Straße mit deretwas nördlicher liegenden Stadt Omyr verbunden. Von Omyr führt eine 140 kmlange Straße in die Berge nach Hatan. Da diese Straße so schmal ist, kann man sienur von Omyr nach Hatan befahren. Von Hatan kommt man, ebenfalls nur über eineeinseitig befahrbare, 60 km lange Straße, nach Taisul. Taisul ist außerdem übereine 75 km lange Straße mit Omyr verbunden.Die Stadt Taisul ist über eine 300 km lange Straße mit der Stadt Nallar verbunden.Nallar hat eine 172 km lange Anbindung an die sehr zentral liegende Stadt Dium.Von Dium führt eine 180 km lange Straße in den Norden nach Omyr und eine200 km lange Straße in den Westen nach Ustria. Auf der Strecke nach Omyr befin-det sich eine Baustelle, weshalb man nur von Omyr nach Dium fahren kann. Norma-lerweise kommt man auch über eine 112 km lange Straße von Ustria nach Cerer, je-doch gibt es dort aktuell ebenfalls eine Baustelle, weshalb man zurzeit nur vonCerer nach Ustria fahren kann.Von Ustria geht es in die südliche Küstenregion, und zwar zur 81 km entferntenStadt Baw. 108 Kilometer weiter im Osten liegt Ritson, das über eine Straße vonBaw zu erreichen ist. Aus Ritson heraus führt wiederum eine Straße nach Nallar, die175 Kilometer lang ist, die jedoch gerade aufgrund einer Baustelle nur von Nallarnach Ritson befahrbar ist. Ritson ist außerdem die einzige Möglichkeit, zum etwasnördlicher liegenden Isot zu kommen; die Strecke ist 90 Kilometer lang.Bitte entwerfen Sie eine Landkarte von Brynay. Zeichnen Sie in diese außerdem dieDistanzen zwischen den benachbarten Städten. Versuchen Sie, mithilfe dieser Kartedie folgenden Fragen zu beantworten:a) Ist der Graph zusammenhängend und planar?b) Wie weit ist die kürzeste Strecke von Hatan nach Isot? Ist es von Isot nach Hatangenauso weit?

Kapitel 9: Graphen 193

c) Angenommen, zwei Autos fahren gleichzeitig mit der gleichen Geschwindigkeitin Ritson los. Das eine Auto möchte nach Omyr, das andere nach Taisul. Welchesder Autos kommt eher an seinem Ziel an?d) Welche Straßen dürfen nicht durch Bauarbeiten vollständig blockiert werden,weil der Graph dann nicht mehr zusammenhängend wäre und deshalb Städtenicht mehr erreicht werden könnten?
Lösungen

Aufgabe 1: Eigenschaften von GraphenTabelle 9.1 zeigt, welche Eigenschaften welcher Graph erfüllt. Je nachdem, ob der Graph ge-richtet oder ungerichtet ist, wurden bestimmte Zusammenhangseigenschaften ausgelassen.

Wir möchten gerne einige Erklärungen zum Ergebnis hinzufügen:
� Der erste Graph ist planar, weil man eine der Kanten auch außenrum zeichnen kann.Somit überschneiden sich keine Kanten mehr. Da alle Knoten eine ungerade Anzahl anKanten haben, lässt sich kein Eulerweg und somit auch kein Eulerkreis finden.
� Aufgrund der beiden langen Kanten ist der zweite Graph nicht mehr planar. Da zwei Kno-ten eine ungerade Anzahl an Kanten haben, lässt sich zwar ein Eulerweg, aber kein Euler-kreis finden.
� Der dritte Graph ist gerichtet, und da wir in diesem Buch nicht gezeigt haben, wie die dreiEigenschaften Eulerweg, Eulerkreis und Zusammenhang auf gerichteten Graphen defi-niert sind, haben wir diese Zellen leer gelassen. Diese Eigenschaften lassen sich aber auchfür gerichtete Graphen definieren, wie Sie auf der Website zum Buch nachlesen können.

Eigenschaft Graph 1 Graph 2 Graph 3 Graph 4

Planarität    

Zyklenfreiheit    

Zusammenhang   – 

Eulerweg   – 

Eulerkreis   – 

Tabelle 9.1  Die Eigenschaften der Graphen. Nicht relevante Eigenschaften sind ausgelassen.
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� Der vierte Graph ist ein Baum, da er zusammenhängend und zyklenfrei ist. Er ist zwar indiesem Fall nicht planar gezeichnet, da es sich jedoch um einen Baum handelt, ist dieseinfach möglich.
Aufgabe 2: Suchen in Graphena) Die Tiefensuche benötigt mindestens 3 Schritte. Dieser Fall tritt ein, wenn die Speiche-rung der Knoten so aussieht, dass die Tiefensuche im ersten Schritt Frank besucht, an-schließend Jennifer und am Ende Dominik. Die Breitensuche hingegen braucht mindes-tens 12 Schritte. Auch dieser Fall ist abhängig von der Speicherung der Knoten. Im erstenSchritt muss die Breitensuche Frank besuchen. Damit werden dessen Nachbarn der ge-sehenen Liste hinzugefügt, wobei Jennifer die Erste sein muss, die dieser Liste hinzuge-fügt wird. Jennifer wird jedoch erst besucht, wenn alle weiteren direkten Nachbarn vonMandy besucht wurden. Wenn Jennifer besucht wird, muss ebenfalls Dominik als Ersterder Liste der gesehenen Knoten hinzugefügt werden. Auch in diesem Fall müssen abererst alle anderen Nachbarn von Frank abgearbeitet werden.b) Auch wenn in diesem Beispiel die Tiefensuche wesentlich weniger Schritte benötigt hatals die Breitensuche, lässt sich daraus nicht generell schließen, dass die Tiefensucheeinen Knoten schneller findet als die Breitensuche. Ein einfaches Gegenbeispiel zeigtdies: Angenommen, die Speicherung ist genauso wie vorhin, und die Tiefensuchebesucht nach Frank die Knoten Jennifer und Dominik, gesucht wird aber ein andererdirekter Nachbar von Mandy, zum Beispiel Thomas. Dann ist die Tiefensuche bereitsganz tief im Graphen, während der gesuchte Knoten recht nah an Mandy liegt und vonder Breitensuche schon im zweiten Schritt gefunden werden kann.Generell trifft man im Vergleich der Tiefen- zur Breitensuche die Aussage, dass die Tie-fensuche einen Knoten vermutlich schneller besucht, wenn dieser weit vom Startknotenentfernt liegt, während die Breitensuche eher naheliegende Knoten schneller findet.Letztendlich hängt aber die genaue Anzahl der Schritte von der Speicherung des Gra-phen ab und somit von der Reihenfolge, in der die Knoten gesehen und besucht werden.
Aufgabe 3: GraphmodellierungIn Abbildung 9.18 sehen Sie den Stadtplan von Brynay. Ebenfalls darin eingezeichnet sinddie Distanzen zwischen den Städten. Die Baustellen und nur in eine Richtung befahrbarenStraßen werden mit gerichteten Kanten dargestellt. Dagegen stehen ungerichtete Kantenstellvertretend für beidseitig befahrbare Straßen und somit für zwei gerichtete Kanten. Wirkönnen diese beiden Kantentypen mischen, um den Graphen übersichtlicher zu gestalten.
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Abbildung 9.18  Die Landkarte von Brynaya) Der Graph der Städte ist zusammenhängend, da von jeder Stadt aus jede andere Stadt er-reicht werden kann. Selbst die entlegenen Städte wie Hatan oder Isot kann man sowohlerreichen als auch wieder verlassen. Da es viele beidseitig befahrbare Straßen gibt, ist eseinfach, den Zusammenhang festzustellen. Außerdem ist dieser Graph bereits planar ge-zeichnet.b) Die kürzeste Strecke von Hatan nach Isot ist 616 Kilometer lang. Sie führt über Taisul,Omyr, Cerer, Ustria, Baw und Ritson. Aufgrund einiger Baustellen ist die kürzeste Stre-cke in die andere Richtung leider 1166 Kilometer lang. Sie führt von Isot über Ritson,Baw, Ustria, Dium, Nallar, Taisul und Omyr nach Hatan.c) Das Auto nach Taisul ist eher am Ziel als das Auto nach Omyr. Das Auto nach Omyr musssogar über Taisul fahren. Wäre eine der Baustellen zwischen Cerer und Ustria bezie-hungsweise zwischen Omyr und Dium fertig, wäre das Auto nach Omyr schneller amZiel. Für die Baustelle zwischen Nallar und Ritson gilt das Gegenteil. Das Auto nach Omyrwürde nicht schneller am Ziel ankommen.d) Die Straßen, die Hatan und Isot mit den anderen Städten verbinden, dürfen nicht bebautwerden, da diese Städte sonst nicht mehr erreichbar wären oder man von Hatan nichtmehr wegkönnte. Bei der aktuellen Baustellensituation gibt es aber noch mehr kritischeStraßen: Käme beispielsweise eine Baustelle auf der Strecke von Taisul nach Omyr (indieser Richtung) hinzu, könnte man aus den meisten Städten nicht mehr nach Omyr undCerer fahren. Umgekehrt darf auch die Strecke von Baw nach Ustria nicht blockiert wer-den, weil man dann aus Baw, Ritson und Isot nicht mehr den Rest des Landes erreichenkönnte.
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