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Färbe eine Landkarte, sodass benachbarte Länder unterschiedliche Far-
ben haben.

5 Farben 4 Farben ungültige Färbung

Vier-Farben-Satz
Jede Landkarte kann mit vier Farben gefärbt werden.

Beweis: super schwer
Heute: Färbung mit 6 Farben
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eine Landkarten modelliert als Graphen
Länder sind Knoten
benachbarte Länder sind durch eine Kante
verbunden

Problem
Färbe eine Landkarte, sodass benachbarte Länder
unterschiedliche Farben haben.

einen Graphen Knoten
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Warum will man Graphen färben?
Landkarte WLAN Sender

gegenseitige
Störung
verwende
unterschiedliche
Frequenzen
Farben ≡
Frequenzen

?

Sudoku

1 5
6 4 1 8

3
6

6 4 5 9
7 3

8 1 3 4
82

5 8 7

Zahlen ≡ Farben
Zelle ≡ Knoten

...

oben links 6= unten links

färbe mit 9 Farben (manche
Knoten sind schon gefärbt)
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Knoten, Kanten und Facetten

Ein planarer Graph . . . zerlegt die Ebene in mehrere Facette.

äußere Facette

innere Facetten

Satz von Euler
Für einen planaren Graphen mit n Knoten, m Kanten und f Facetten
gilt:

n−m+ f = 2

Beispiel:

n =?
m =?
f =?

n = 5
m = 7
f = 4

n =?
m =?
f =?

n = 7
m = 8
f = 3
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gilt:
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Was passiert, wenn man eine Kante löscht?

a) verringert Anzahl Facetten um 1
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Lemma
Für einen planaren Graphen mit n Knoten undm Kanten giltm ≤ 3n−6.
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Ein Knoten mit wenigen Nachbarn

Folgerung
Jeder planare Graph hat einen Knoten mit 5 oder weniger Nachbarn.

Lemma
Für einen planaren Graphen mit n Knoten undm Kanten giltm ≤ 3n−6.

Beweis:
jede Kante sorgt für 2 Nachbarschaften

die durchschnittliche Anzahl an Nachbarn ist maximal 2 · (3n− 6)
n

2 · (3n− 6)
n = 6− 12

n < 6

es kann nicht jeder mehr Nachbarn haben als der Durchschnitt
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Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.

Idee:
lösche iterativ Knoten mit 5 oder weniger Nachbarn
färbe Knoten im umgekehrter Reihenfolge
→ wird ein Knoten gefärbt, so hat er maximal 5 gefärbte Nachbarn

Beispiel:

lösche Knoten mit ≤ 5 Nachbarn

9



Vier-Farben-Satz | Thomas Bläsius | 07.11.2015

Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)

Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.

Idee:
lösche iterativ Knoten mit 5 oder weniger Nachbarn
färbe Knoten im umgekehrter Reihenfolge
→ wird ein Knoten gefärbt, so hat er maximal 5 gefärbte Nachbarn

Beispiel:

lösche Knoten mit ≤ 5 Nachbarn
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Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)

Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.

Idee:
lösche iterativ Knoten mit 5 oder weniger Nachbarn
färbe Knoten im umgekehrter Reihenfolge
→ wird ein Knoten gefärbt, so hat er maximal 5 gefärbte Nachbarn

Beispiel:

lösche Knoten mit ≤ 5 Nachbarn
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Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)

Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.

Idee:
lösche iterativ Knoten mit 5 oder weniger Nachbarn
färbe Knoten im umgekehrter Reihenfolge
→ wird ein Knoten gefärbt, so hat er maximal 5 gefärbte Nachbarn

Beispiel:

lösche Knoten mit ≤ 5 Nachbarn
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Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)

Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.

Idee:
lösche iterativ Knoten mit 5 oder weniger Nachbarn
färbe Knoten im umgekehrter Reihenfolge
→ wird ein Knoten gefärbt, so hat er maximal 5 gefärbte Nachbarn

Beispiel:

lösche Knoten mit ≤ 5 Nachbarn
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Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)

Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.

Idee:
lösche iterativ Knoten mit 5 oder weniger Nachbarn
färbe Knoten im umgekehrter Reihenfolge
→ wird ein Knoten gefärbt, so hat er maximal 5 gefärbte Nachbarn

Beispiel:

lösche Knoten mit ≤ 5 Nachbarn
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Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)

Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.

Idee:
lösche iterativ Knoten mit 5 oder weniger Nachbarn
färbe Knoten im umgekehrter Reihenfolge
→ wird ein Knoten gefärbt, so hat er maximal 5 gefärbte Nachbarn

Beispiel:

lösche Knoten mit ≤ 5 Nachbarn
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Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)

Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.

Idee:
lösche iterativ Knoten mit 5 oder weniger Nachbarn
färbe Knoten im umgekehrter Reihenfolge
→ wird ein Knoten gefärbt, so hat er maximal 5 gefärbte Nachbarn

Beispiel:

lösche Knoten mit ≤ 5 Nachbarn
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Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)

Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.

Idee:
lösche iterativ Knoten mit 5 oder weniger Nachbarn
färbe Knoten im umgekehrter Reihenfolge
→ wird ein Knoten gefärbt, so hat er maximal 5 gefärbte Nachbarn

Beispiel:

lösche Knoten mit ≤ 5 Nachbarn
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Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)

Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.

Idee:
lösche iterativ Knoten mit 5 oder weniger Nachbarn
färbe Knoten im umgekehrter Reihenfolge
→ wird ein Knoten gefärbt, so hat er maximal 5 gefärbte Nachbarn

Beispiel:

lösche Knoten mit ≤ 5 Nachbarn
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Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)

Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.

Idee:
lösche iterativ Knoten mit 5 oder weniger Nachbarn
färbe Knoten im umgekehrter Reihenfolge
→ wird ein Knoten gefärbt, so hat er maximal 5 gefärbte Nachbarn

Beispiel:

lösche Knoten mit ≤ 5 Nachbarn
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Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.

Idee:
lösche iterativ Knoten mit 5 oder weniger Nachbarn
färbe Knoten im umgekehrter Reihenfolge
→ wird ein Knoten gefärbt, so hat er maximal 5 gefärbte Nachbarn

Beispiel:
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0

1

2

34

56

78

9

färbe Knoten

9



Vier-Farben-Satz | Thomas Bläsius | 07.11.2015

Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)

Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.

Idee:
lösche iterativ Knoten mit 5 oder weniger Nachbarn
färbe Knoten im umgekehrter Reihenfolge
→ wird ein Knoten gefärbt, so hat er maximal 5 gefärbte Nachbarn

Beispiel:

lösche Knoten mit ≤ 5 Nachbarn
färbe Knoten
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Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.

Idee:
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Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.

Idee:
lösche iterativ Knoten mit 5 oder weniger Nachbarn
färbe Knoten im umgekehrter Reihenfolge
→ wird ein Knoten gefärbt, so hat er maximal 5 gefärbte Nachbarn

Beispiel:

lösche Knoten mit ≤ 5 Nachbarn
färbe Knoten
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Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.

Idee:
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Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)

Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.

Idee:
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färbe Knoten im umgekehrter Reihenfolge
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Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)

Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.

Idee:
lösche iterativ Knoten mit 5 oder weniger Nachbarn
färbe Knoten im umgekehrter Reihenfolge
→ wird ein Knoten gefärbt, so hat er maximal 5 gefärbte Nachbarn

Beispiel:
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färbe Knoten
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Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)

Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.

Idee:
lösche iterativ Knoten mit 5 oder weniger Nachbarn
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9 man erhält sogar einen Algorithmus
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Zusammenfassung & Ausblick

Satz von Euler
Für einen planaren Graphen mit n Knoten, m Kanten und f Facetten
gilt:

n−m+ f = 2

Lemma
Für einen planaren Graphen mit n Knoten undm Kanten giltm ≤ 3n−6.

Folgerung
Jeder planare Graph hat einen Knoten mit 5 oder weniger Nachbarn.

Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.
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Zusammenfassung & Ausblick

Lösbare Knobelaufgabe:
Beweise, dass es auch mit 5 Farben geht!

Satz von Euler
Für einen planaren Graphen mit n Knoten, m Kanten und f Facetten
gilt:

n−m+ f = 2

Lemma
Für einen planaren Graphen mit n Knoten undm Kanten giltm ≤ 3n−6.

Folgerung
Jeder planare Graph hat einen Knoten mit 5 oder weniger Nachbarn.

Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.
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Zusammenfassung & Ausblick

Lösbare Knobelaufgabe:
Beweise, dass es auch mit 5 Farben geht!

Knobelaufgabe zum „berühmt werden“:
Beweise (für einen Menschen nachvollziehbar),
dass es mit 4 Farben geht!

Satz von Euler
Für einen planaren Graphen mit n Knoten, m Kanten und f Facetten
gilt:

n−m+ f = 2

Lemma
Für einen planaren Graphen mit n Knoten undm Kanten giltm ≤ 3n−6.

Folgerung
Jeder planare Graph hat einen Knoten mit 5 oder weniger Nachbarn.

Vier-Farben-Satz (für sechs Farben)
Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefärbt werden.
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